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内容简介 


本书是作者在清华大学数学科学系 (1987 — 2003) 及北京大学数学科学 
学院 (2003 — 2009) 给本科生讲授数学分析课的讲稿的基础上编成的. 一 方面, 
作者力求以近代数学(集合论，拓扑，测度论，微分流形和微分形式)的语言 
来介绍数学分析的基本知识，以使同学尽早熟悉近代数学文献中的表述方 
式.另一方面在篇幅允许的范围内，作者尽可能地介绍数学分析与其他学科 
(特别是物理学)的联系，以使同学理解自然现象一直是数学发展的重要源泉. 
全书分为三册.第一册 包括： 集合与映射，实数与复数，极限，连续函数类, 
一元微分学和一元函数的 Riemarm 积分； 第二册包 括：点 集拓扑初步，多元 
微分学，测度和积分；第三册包括： Fourier 分析初步，微分流形，重线性代 
数，微分形式和流形上的积分学.每章都配有丰富的习题，它除了提供同学 

训练和熟悉正文中的内容外，也介绍了许多补充知识. 

本书可作为高等院校数学系攻读数学、应用数学、计算数学的本科生 
数学分析课程的教材或教学参考书 ； 也可作为需要把数学当做重要工具的同 

学(例如攻读物理的同学)的教学参考书. 


作者简介 


陈天权1959年毕业于北京大学数学力学系.曾讲授过数学分 

析，高等代数，实变函数，复变函数，概率论，泛函分析等课程. 
主要的研究方向是非平衡态统计力学. 
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第二次世界大战后移居美国的法国数学家 Andre Weil 于1954年 

在一篇指导芝加哥大学攻读数学的学生学习数学的题为“数学课程” 
的文章（参看 [22]) 中 写道： 


“ . 传统的 （20 世纪初期的）数学课程设置比较简单 

维和三维的解析几何，初等代数（即初等方程式论).，… 
后便是微积分及其在曲线及曲面理论上的应用.微积分课程 

最终延伸和发展成复变函数论 
函数的定义及它的一些公式，这样，学生便被认为是个可以进 

行数学研究的成熟的数学家了 


然 


也许还要讨论 一 下椭圆 


A . Weil 继续写道 


“很不幸，当今(指作者写该文时的1954年)的数学教师和攻 
读数学的学生就不那么轻松了.上述的课题仍然是基本的, 
但已是远远不够了.因此，必须想方设法地在较短时间内完 
成更多的教学任务.约半个世纪以来，抽象数学，或称公理化 
方法的发展清楚地告诉我们：数学，部分地说，是种语言.这 
种语言必须赶上科学发展对它的需求，它有自身必须学习的 
语法和词汇.近代数学的语法和词汇主要是由集合论，一般 
拓扑和代数提供的 

微积分与几何学的课程中，但因支离破碎地分散在不同数学 
分支的课文中而浪费大量时间 


虽然，这些内容也曾渗透到传统的 


A . Weil 上述关于数学课程设置的想法写于半个多世纪前.在这半 

个多世纪中，数学作为一种语言的语法和词汇，又有了新的发展.为了 
赶上科学发展对它的需求， A . Weil 的文章“数学课程”中的有些内容 






序言 


因此应加以修改和补充，但 A . Weil 以上想法的精髓仍然适用于今天. 
事实上，由于20世纪下半叶数学的理论与应用的迅猛发展，21世纪的 
数学教师和攻读数学的学生比之半个世纪前就更不轻松了.因此，想 
方设法地在较短时间内完成更多的教学任务是21世纪数学教学所面 

临的更为严峻的课题. 

注意到国外许多数学分析的教材已与半个世纪前笔者作为学生学 
习数学分析时所用的教材大不相同（参看本讲义最后所附的远不完全 

的参考文献目录中的 [1], [2], [3], [5], [6], [7], [10], [13], [14], [16], [18], 

119], [21] 及 123], 略可窥见变化之端倪)，笔者20余年来在清华大学与 
北京大学的数学分析教学过程中，力图按照 A . Weil 的想法，希望在教 
学中让同学们学到数学分析语言的、能赶上科学发展需求的语法和词 
汇.本讲义就是在这20余年的数学分析教学实践的基础上写成的.为 
了在较短的时间内完成更多的教学任务，也为了避免把有些内容人为 
地弄得支离破碎而不必要地浪费时间，本讲义在介绍了一元微积分中 
的连续性,导数和积分概念后，便直接进入这三个概念的能赶上科学发 
展需要的一般性讨论.具体地说，在介绍了一元函数极限与一元连续函 
数的性质后，没有去专门讨论髙维空间上的拓扑及多元连续函数的性 
质,而直接进入一般拓扑的讨论.又因为以下的事实是不容置疑 的：凡 

是用 Riemann 积分的地方都可以用 Lebesgue 积分替代，反之则不然. 
所以，法国数学家 J . Dieudonne 在他的《现代分析基础》 （[9]) 一书中 
说过如下 的话： 

假若不是由于 Riemann 显赫的名声， Riemann 积分早就被 

淘汰了 

鉴于 Riemann 积分比之 Lebesgue 积分在表述上更为简单和直观，在介 

绍积分概念时,本讲义没有完全淘汰 Riemann 积分，而是采取了一个 
折衷的办法：在初步介绍了 一 元函数的 Riemann 积分后，跳过了传统 

的多元 Riemann 积分和 Euclid 空间上的 Lebesgue 积分的讨论，而直 

接进入测度与积分的讨论.这是因为测度与积分已是常用的数学语言 
的语法和词汇.（例如，它是概率论中基本的数学语言的语法和词汇 .) 


U 


序言 iii 


法国数学家 J . Dieudonne 在他的《现代分析基础》中还说过： 

“盲目地遵从一元函数的导数是个数这一陈旧的解释，在多元 
微分学中将不得不付出代价 

为了使数学分析语言赶上科学发展对它的需求，本讲义在讲述多元微 
分学时尽可能地介绍不依赖于坐标的（或称内蕴的）概念，在第8章的 
补充教材中专门讲述无限维线性赋范空间的微分学的目的之一也就是 
想说明，微分学完全可以不依赖于坐标而建立.事实上，这种内蕴的讲 
法是更自然的讲述微分学的方式.本讲义简略地介绍了 Gmssmann 代 
数和微分形式，并用微分形式的语言表述 Stokes 公式 • 这已被当今许 
多数学分析课本所采用.正像法国数学家 J . Dieudonne 说的： 

无疑地，由于它（微分形式）的抽象性，以及我们不得不离开 

原有的空间而进入越来越复杂的函数空间，和比较舒适的学 
习微积分传统的表述相比，学习微积分的内蕴表述将要求同 
学们付出大得多的脑力劳动.不过，这是值得的，因为它将铺 
平进入微分流形学习的道路 

当然，这种把拓扑概念，积分理论和多元微分学分别毕其功于一役 

的做法是要冒风险的，但是只要教师把 Euclid 空间上的拓扑及 Lebe - 

积分分别作为拓扑空间和测度空间上的积分的特例细心地进行讲 
解，这样的做法也并非行不通.至少笔者在北京大学与清华大学的教学 

实践中是如此. 

19世纪伟大的英国物理学家 J . C . Maxwell 在给 Tait 著的《热力 

学》一书的书评 ([20]) 中写下的忠告一直是笔者在教学工作中的座右 




sgue 


铭 


在通俗读物中，任何科学知识都可以出现，但总是以一种十 
分粗略而含混的形式展示出来.当然，这是基于这样的希望: 
将科学概念用大量的通俗语言稀释后，那些无法接受复杂概 
念的读者也会被科学词汇的填饱而心满意足.这样，通过粗 
糙的阅读，学生可以不费思索地占有许多科学术语.，这种传授 


U 


序言 


IV 


知识的方法给学生造成的伤害，只有当他 （她） 不得不放弃学 
习一门本来可以很好地学下去的学科时才会显示出来， 


专业著述给人造成的伤害要小得多，因为人们只在必要 
时才会认真阅读它.在那里，从基本方程的建立到书的结尾， 
每一页都布满了带有上标和下标的符号，没有一段易懂的英 

语是可以让读者喘口气的 


本讲义并非专著，但数学分析是攻读数学的同学们的一门不能掉 
以轻心的基础课.在数学分析学习过程中得到的知识和训练会深远地 
影响想进入近代数学殿堂的年轻人以后的学习与工作•干巴巴地记住 
几个数学分析中概念的定义和刻画这些概念之间联系的定理，而缺乏 
了解和利用这些概念及其相关的知识去解决有一定难度的问题的经验, 
想要深刻理解数学分析的内容是困难的，进而当面对需要灵活应用数 
学分析的知识去解决有价值的问题时，在知识和技巧的积累上以及在 
心理准备上都会感到不足，难免怯场.为了不给同学造成在以后的学习 
中不得不放弃学习一门本来可以很好地学下去的后继课程或在选择研 
究课题时不得不放弃进入一个很有价值的研究领域那样的伤害，本讲 
义的每一章都附有一些难度不等的习题，在有些章的最后还附有补充 
教材.它们是本讲义不可缺少的组成部分.本讲义的习题除了提供利 
用己学知识去解决问题的训练外，还补充了一些正文中没有介绍的有 
用知识，有的在本讲义的后继章节中就要用到.英国数学家 Littlewood 

在20世纪中叶对20世纪（特别是20世纪上半叶）数学的汹涌澎湃的 
公理化趋势感 叹道： “伟大的公式数学的时代似乎已经过去了为了 
不使同学产生这样一种错觉；近代数学似乎只关心抽象的存在性问题， 
在本讲义的习题中初步介绍了一些关于超几何函数， r 函数， b 函数, 
正交多项式和渐近分析的知识.这是因为特殊函数与渐近分析（属于 
公式数学）这些古老而有用的数学在20世纪后半叶又有了强劲的复 
兴和发展.在本讲义的补充教材和习题中还尽可能地揭示数学与其他 
科学,特别是物理学的联系.本讲义的一个宗旨是让同学们在学习近代 


序言 


数学之初就注意到数学与大自然规律之间的不应被人为地割裂的紧密 
联系.在补充教材和习题中，我们介绍了谐 振动， 阻尼振动，强迫振动 

和非线性单摆与椭圆函数，分析力学中的 Lagrange 方程组 ， Hamilton 
方程组,最小作用量原理和 Hamilton 原理以及电磁理论中的 Maxwell 

方程组及其微分形式的表达方式等.我们这样做，当然，不能替代大学 

物理课，这只是想提醒同学，数学是人类在认识和理解大自然的过程中 
诞生和发展的.同学们应该认 识到： 本讲义的正文介绍的数学分析的 
主要概念及这些概念之间的基本联系只构成了数学分析内容的骨骼. 
经历了用数学分析知识去解决问题的足够多的训练，并充分理解了数 
学分析与其他科学分支之间的联系方式后，同学们学到的数学分析才 
会是有血有肉的.我们鼓励任何想要真正掌握数学分析这个数学工具， 
包括立志从事数学研究或把数学作为今后（非数学）研究工作的不可 
缺少的工具的同学尽可能多地完成这些习题,并尽可能多地阅读书中 
的补充教材.它们是本讲义不可缺少的部分.讲义常把习题中的一个 
问题分割成许多小题，希望这能帮助同学独自，或在独立思考的基础上 
与其他同学讨论后，去探索解决问题的途径.试着用自己的大脑去探 
索,不管成功与否，都是进入近代数学殿堂前的不可或缺的经验.顺便 
说一句，由于习题的重要性，在清华大学和北京大学教数学分析课时, 
极大部分的习题课和极大部分的答疑都是由笔者自己担任的，这是为 
了使同学们通过认真思索而学好这门有相当多难点的数学分析课程而 
不得不采取的措施. 

数学教学改革的核心是数学教学内容的取舍，而后者又取决于教 
师对数学和数学应用未来发展的展望.尽管作了很多努力，由于知识 
及能力的限制，要判断数学和数学应用未来发展的趋势对于笔者来说 
实在是力不从心的.不得已时，只得借鉴于已有的国内外教材而做出 
冒失的估计，因而在选材和布局安排上，谬误和不妥之处一定很多.笔 
者衷心希望读者以任何方式对本讲义给予批评指正.本讲义若能对想 
要认真学习数学分析的我国青年有所帮助，笔者的目的就算达到了. 

我愿向清华大学数学科学系与北京大学数学科学学院表示感谢， 
他们允许我在教学中进行试验.特别应感谢北京大学数学科学学院的 


序言 


王长平教授，有了他的支持和帮助，本书才得以面世.我愿向北京大学 
出版社的刘勇编辑致谢，他的辛勤劳动和认真负责的态度是本书得以 

顺利出版的不可缺少的因素.在教学过程中，同学们常常给我指出教学 
和原讲义中的很多疏漏和错误，提出了许多有益的建议,帮助我改正错 
误和完善教学工作.同学们强烈的求知欲望和勤奋好学的精神（它们是 
学好这本有相当难度的讲义所不可缺少的！也是想进入近代数学的殿 
堂所不可缺少的!） 一 直是我完成教学工作的重要动力.在此，我愿向 
帮助我纠正错误和激励我的教学工作的同学们表示衷心的感谢. 


作者 

2008年12月于北京 
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第 1 章集合与映射 


§ 1.1 


集合 是数学中的基本概念之一.若要给它下定义,不得不引入新的 
概念去说明它.若要给这些新的概念下定义，又不得不引入另外的新 
概念.这样会导致无休止的讨论.因此，在直观的描述集合论 (naive set 

theory ) 中，集合被看成是无需下定义的基本概念.为了初学者的方便， 
我们愿意给集合概念一个直观的描述,但这不是下定义.（本讲义不介 
绍公理化集合论，只介绍比较直观的描述集合论,对于我们理解数学分 
析，这已足够 

集合就是一些东西的总体.总体中的东西称为这个集合的 元素 . x 
是 集合五 的一个元素,常用以下符号表示 

x e E 或 E 3 

x 不是集合的一个元素，则记做 


X. 




定义 1.1.1 两个集合 A 和 S 称为相等的,记做 A = S ， 若它们 
的元素完全一样，即乂的元素全在 B 中，且 S 的元素又全在4 中： 

( 1 - 1 - 1 ) 


(A = B ) (x e A 4=> X e B ). 


若集合 4 和集合 S 不相等，则记做 A^B 

这里，我们用了 一个逻辑符号 
(命题尸 ㈡ 命题 Q ) 表示（命题 P 成立，当且仅当命题 Q 成立). 

因此，关系式 (1.1.1) 应 读做： A 与 S 相等，当且仅当: c 属于 A 
与 T 属于 B 这两句话中有一句成立时，另一句也成立. 

下面介绍两个与这个逻辑符号相近的符号. 

(命题 p #命题 Q ) 表示（命题 Q 成立时，命题 P 必成立). 


它的涵义是 


_ 
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(命题 P ^命题 Q ) 表示（命题 P 成立时，命题 Q 必成立). 

例 1.1.1 ( c 表示某直角三角形的斜边， a 和6表示该直角三角 

形的两个直角边) = Kc 2 - a 2 +6 2 ). 

例 1.1.2 R 表示全体实数构成的集合，则（: r 2 ^0 )^=(xe R). 

例 1.1.3 N 表示全体自然数构成的集合，则 

{x = 2 n ： n € N } = {2,4, 6, • • • ， 2 n ，• • 


在例 1.1.3 中，我们已经用到了集合的两个 记法： 有时，我们把集 


合中的元素全部列出，并放在花括号中，以表示这个集合.有时，我们 

用以下方法表示集合 ：设五 是一个集合，五中所有具有性质尸的元素 
构成的集合，记做 


{x ^ E : P }. 

在例 1.1.3 中出现的省略号“…”常可理解成“等等”或“类似的 


东西 


例 1.1.4 {1，2,3,4,5, 6, 7,8, 9} 表示小于 10 的全部自然数 （注 

意： 本讲义不把0看做自然数,有些书也把0看做自然数). 

例 1.1.5 {1，2,3,4, 5, 6, 7, 8, 9} = {i e N : X < 10}, 

定义 1.1.2 集合 A 称为集合 S 的子集，若 A 的元素全在 S 中. 
这时我们用记号4 c s (读 做： A 包含于 s 中） 表示： 


(A C B ) (x e A x e B ) 


( 112 ) 

AcB 也常记做 B ^ A . 若集合 4 是集合 5 的子集,且乂 一 B ， 则 A 
称为 B 的真 子集， 参看图1 丄 1. 


图 1 丄 1 AC B 


例1,1,6 N 表示自然数全体，则 3 eN , l /2 ^N 



§1.2 集合运算及几个逻辑符号 


例 1.1.7 集合 {xeR:a<x<b} 称为开区间，常记做 

(a, 6) = {x G R : a < x < 6}, 

其中 R 表示全体实数集.实数的确切定义将在第二章中给出.现在先 
按中学教科书中所讲的实数来理解，即实数是一个可以展成（有穷,无 
穷循环，无穷不循环的）小数的数. 

闭区间，左闭右开，左开右闭区间可分别定义如下： 

[a 5 6] = {工 G R : a 彡 x 彡 6 }， [a, 6) = {x G R : a ^ x < 

(a, b] = {x E H : a < x ^ b}. 


无限区间定义如下 


(—cx), oo) = R, (a, oo) = {x G R : x > a} 


(— oc, 6) = {x G R : x < 6} ? [a, oo) = {x G R : x ^ a}, 

(一 oo, 6] = {x G R : a; < 6}. 

没有元素的集合称为 空集， 记做 0. 同学们也许觉得，把空集也看 
做集合有些别扭.但正如把0看做数会有利于数学的发展 一样， 空集 
看做集合会给我们带来许多方便. 


§1.2 集合运算及几个逻辑符号 


定义 1.2.1 设 A ， B 是两个集合 ， Aj B 之并是指由 A 及 B 的兀 

素合起来构成的集合,记做(参看图 1 . 2 . 1 ). 换言之， 

x E A\J B (x E A) V (x ^ B) 


( 1 . 2 . 1 ) 


1 . 2*1 AUB 
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和 V . 第一个逻辑符号已在上一节 


这里,我们用了两个逻辑符号 
中解释过了.第二个逻辑符号 V 的涵义是 


(命题 PV 命题 Q ) 表示（命题 P 与命题 Q 中至少有一个成立). 
因此，关系式 (1.2.1) 应 读做： x 属于当且仅当 : r 属于乂 
与 r 属于 S 这两句话中至少有一句成立.有时，也 说成： 当且仅当 x 
属于 A 或: r 属于 B , (应该 注意： 数学中的“或”字与日常生活中的 
“或”字的涵义略有 不同： 命题 p 或命题 g 成立意味着命题 P 与命题 
Q 中至少有一个成立，并不排斥命题 P 与命题 Q 两个都成立 .） 下面 
介绍一个与这个逻辑符号相近的 符号： 


(命题 PA 命题 Q ) 表示(命题 P 与命题 Q 同时成 1) 

0) A (x > 0)) <=^(x = 1). 


例 1_2.1 (0 

我门可以把两个集合的并的概念推广为若千（可以有限，也可以无 
限）个集合的并.为此,我们先引进一个逻辑符号3: 3的涵义是“(至 

少）有一个”. 

例 1.2.2 3 n e N ( n 2 = 4) 应 读做： （至少）有一个自然数 n ， 使 
得 n 2 = 4. 应注意的是，这并不排斥有多个自然数 n ， 使得 n 2 = 4. 

1 } 是一个以集合为元素的集合 


定义 1.2.2 设{五 

(有时称为集合类或集合族)， a 称为指标, J 是由全体指标构成的指标 


: Q G 


集 . J 可以有限,也可以无限.则这些集合五 a 之并定义为 




( 1 . 2 . 2 ) 


3a G I(x G E a )} 


例 1.2-3 对于 n G N , ifi A n = 


U A n ^{xeQ 


> 0}， 


: X 


nGN 


其中 Q 表示有理数全体，右端表示正有理数全体. 

我们已经引进了三个数集的记号.本讲义经常用的数集共有以下 
八个，它们的涵义及记号如下表 所示： 


§1.2 集合运算及几个逻辑符号 


涵义 


记号 


记号 


涵义 


整数全体 
实数全体 
非负整数全体 
非负实数全体 


自然数全体 

有理数全体 
复数全体 
非负有理数全体 


R 


与集合并的概念相仿,我们还可以引进集合的交的概念.为此，我 
们先引进一个逻辑符号 v : v 的涵义是“对于一切”. 

例 1.2.4 逻辑命题 


Vx G R(x 2 > 0) 


应读做：对一切实数 a; ， a; 2 彡 0. 

定义 1.2.3 设{私： a e 是一个集合类（即集合的集合，换言 

之，元素为集合的集合)，则这些集合仏之交定义为 

^ E a = {x ：ya e I{x G E^)} 


(1-2.3) 




参看图 1.2,2. 




1 . 2.2 E \ O £?2 


例 1.2.5 试证以下的集合等式 


= {x x ^ 1 }. 


x G R : a; > - - 


nGN 


n 


故 


证由于 1> 


^ X ^ 1 X > 


D {x G R : x ^ 1} 


Vn e N < x G R : x > 




+ 1 
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因而，有 


D {x G R : a: ^ 1} 


x GH: x > 


反过来的包含关系 


(Z {x EH \ x ^ 1} 


x G R : x > 


可以暂且借用中学里学过的极限知识 


=> x ^ lim - - 


Vn G N x > 


n 


得到.在第二章和第三章中我们将要讲实数和极限的理论.到那时，我 
们会清楚以上的逻辑关系式在实数和极限的理论中的逻辑位置. □ 

定义 1.2.4 两个集合之差定义 如下： 


(1.2.4) 


A \ B = {x G A : x ^ B] 


参看图 L2.3. 


图 1.2,3 A\B 


例 1.2.6 集合 Z 与 N 之差 


Z\N = {0}U{— n : neN }_ 

定义 1.2.5 在一个数学问题中，常有这样一个集合 X ，使得问 

题中出现的所有集合都是它的子集.这个集合 X 常被称为（这个问题 
的)空间.对于任何集合 AcJC ， 差集 X \ A 称为 A 的余集，记做 

乂 07 = X \ 益 


(L2.5) 



L 2 集合运算及几个逻辑符号 


不难看出, 


( A c f = A . 

例 1.2.7 若 R 为问题中的空间，则（-1， l) c = { xeK :\ x \^ l }, 
其中 | o :| 表示 Z 的绝对值，用式子来表示： 


若 0, 

若 a : < 0. 




x\ = 


—x ， 


命题 1.2.1 由集合的并与交的定义，集合的并与交的运算满足 
结合律和交换律： 


( AUB)UC Au ( BuC ), (A n S ) n C = A n (5 n C ); (1.2.6) 


(1-2.7) 


AUB ^ BUA , AnB = BnA 


证事实上，三个集合的并和交的定义中完全没有涉及作并或交 
的运算的前后程序,故集合的并与交满足结合律.两个集合的并和交的 
定义中完全没有涉及参与并或交的集合的顺序，故集合的并与交满足 
交换律 




命题 1.2.2 集合的并和交的运算满足两个分配律 


[ jB a ) = [ jiADB ^ AU [ f [ S a = f ]( AuB a y (1.2.8) 


An 


a ：6 / 


a 6 / 


<xei 


a€l 


证只证明第二个等式. 

因 V /? e/((Ac A ( n B a GAUB 0 )), 故 


ael 


Mn B a ) C A\J Bpj 

乂 aG / ’ 


V /3 G / 


这就证明了 


n m c p|04us a ), 

ccel 

反之，设 Z e n S a ) ，即（: r e A ) 或 Va e J(:r e B a )， 所以 




ctg / 


aGl 
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x ^ AU 


B a 


这就证明了 


) D P| (>1 U B a ) 


AU 


a€l 


第二个分配律证毕.第一个分配律的证明留给同学自行完成 

下面我们要证明集合运算的一个重要 性质： 

定理 1.2.1 (de Morgan 对偶原理）设{丑 

合，则我们有以下两个 等式： 




G 1 } 是一族集 


n 


(1,2.9) 


E a 


E 


和 


( 1 . 2 . 10 ) 


证先证明第一个等式.若 


E a , 


X 6 


aGl 


Wi x ^ \J E a . 因此， Va € 穿 E a ). 换言之， Va G J(:r e 五 f )， 即 

ael 


n Eg . 故 


E 


反之，若 x e n ? SP, Va G I{x e ES )- 换言之， J (: e 多 D . 因 

ar 6 / 

而， X _ U 五⑴故 




第一个等式证毕. 


§1.3 映射 9 


U 虼 


ael 




ot£l 


以上 的第二个等式的推导中用了已经证明了的第一个等式.第二个等 
式证毕. 




射 


§1-3 


从集合 A 到集合 S 的映射^是指一个规则，根据它，每一个元素 
x e A 有一'个元素 y e B 与之对应.常用以下两个记法中的任一个表 
示这样一个映射（对应关系)： 


y = w ㈤ 


或 


A -> B , 


<P 


<p : x 


I ~ > 


y 


A 称为映射 w 的定义域 . B 称为^的目标域 . 4中的元: r 称为映射 
的自变量，2/称为因变量.当映射的目标域是 C 时，映射也常称为函 
数.有时（如在代数或几何中)，映射也称为变换.映射或函数或变换常 
记做 V ?，有时也记做 P ⑻. 

两个映射 p 和#称为相等的，记做 W =吨 、假若它们的定义域相 

同，记做八且 


Va; G A(ip{x) = 仏 ㈤）. 

值得注意的是，本讲义并未要求它们的目标域相同. 

设 C c A ， 则集合 C 在映射#下的像(记为 ^( C )) 定义为 


^p(C) ^ {y e B :3x e C(y = ^(x))}. 

定义域 4 在映射 f 下的像 ip(A) 称为映射 p 的 值域 . 设 D C 则集 
合 D 关于映射 W 的原像 CE 为^ 1 ^))定义为 


(1.3,1) 


(D) = {x G A : <p(x) G D}, 


(1.3,2) 
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应该指出的是，一般来说，这里的并非代表一个映射（参看下面的 

例 1.3.2). 

例 1.3.1 


个从 N 到 R 或 C 的映射称为数（的序 ） 列.一个 
从 N 到集合 S 的映射称为0中元素的)序列.例如， 


R ， w ( n ) = 2 

是个数列.通常，数列也被形象地用它的像 <^( N ) 按自变量（自然数) 
的大小排成一行来表示.上述数列^可表示成如下 形式： 

2 ~\ 2_ 2 ,…，2 

例 1.3.2 设 A = >0 = R , 

VP ([0,1]) = [0,1], 


— n 


N 




，贝 ！ I 


2 


-1 


([0,1]) = [-1,1]. 




1 无法用一个映射来解释，这是因为 二 


注:意：这里的 

一个点的原像竟是两个点! 




易见，以下关系式成立 


(1.3.3) 


C c D c A ip{C) C ip{D), 


其中 A 是^的定 义域; 


C cDdB^ <p~ l {C) c 


(1.3.4) 


其中 b 是^ 的目 te 域. 

命题 1.3.1 映射与集合运算之间有以下关系 


(U 五 = U ㈣); 

^ ae/ 》 aei 


(1.3.5) 




(门 c 门 ip(E a ); 

、 aei ’ ol^i 


(1.3.6) 




1 (五 a ); 


(1.3,7) 




aei 


aei 


C ]^~ l ( E a ) 


(1.3.8) 




aei 


ae/ 
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应该注意 的是： 以上四个关系中只有关于交的像的那一个是包含 
关系，其他的都是等式. 

证 我们只证明第一个等式 (1.3.5). 

设 " e W ( U 五 a )， 则彐 ct G /(3 x G E a (y = ( p { x ))). 故彐 a G J(y G 

Vae / / 

(P(E a )). 由此 ， yG U ip[Ea). 这就证明了 


(U c U w 私) 

、 aEl aGl 




反之，若 y e U w 五 a): 贝！ 1 3a G Jfe e ip(E a )). 故 y G w 

就证明了 


lj 仏〕 u 咖) • 




Ct^I 


otei 


因此 


u = u 抓)‘ 






ctei 


第一个等式 （1.3.5) 证毕.第二，三，四这三个关系式的证明留给同学 
自行完成（参看 1.6 节第7题). 

作为练习（参看 1.6 节第7题)，同学还应找出第二个包含关系无 

法改成等式的例，即满足以下不等式 




f ] E -)^0 抓) 




ael 


ael 


的例. 


定义 1.3.1 给了映射 


又设 C c A , 映射 P 在集合 （7 上的限制 dc ； 定义为以下的映射 

<p\c : c — B ，， Vx G C(ip\c(x) = (p(x))^ 


^ ' 


2 A 


^ : 


(1.3.9) 


有时，在（通过上下文）不会产生误会的前提下，^在集合 C 上的限制 
r f \ c 也常记做 
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定义 1.3.2 设 E 是个菲空集合，下面的五到自身的映射称为 

E 上的恒等映射 •_ 


), 或等价地， Vo ： 6 £^( id £-( a :) = x ). 


E , \/x 6 E ( i (1 e : x 


id £ ; E 


§1.4 映射的乘积（或复合) 


设 五 和丑 — G 是两个映射. E 是⑷ 的定义域， F 既 
是 W 的目标域又是4的定义域丑的子集 ： F <z H ， G 是 i ) 的目 标域. 
4和#的乘积分。以或复合）定义为 E ^ G 的如下的 映射： 

G , 岭 o (/ p (： r ) =咕 ((/7(； r )). 

若还有映射^ : K — 丑，且 K D G , 则有映射乘积的结合律 

^ O {ijj O ip) = {p O ijij 

这可以从映射乘积的定义直接得到， 

应该注意的是，映射乘积一般无交换律.事实上，当 E 是^的定 
义域， F 是 的值域又是0的定义域丑的子集 ： F c 是咕的 
值域时，乘积 *00(^ 是有定义的，但是，当且仅当 G c 五时,乘积。# 
才有意义.即使这个条件满足，因而乘积^。0有意义，汐 

也未必成立.因为 


(1A1) 




E 




(1-4,2) 


9 




ip — ip 


$ H — H , 


o ip \ E 


E、 




^ 成立，至少应有 E = H . 但即使条件 E = H 也满 


要使咕 

足 ， o (p — <p o ip 仍未必成立 • 例如 ， E = F = G = H = {0,1}, 而 


^ 


O 


O 


1，当 ; E = 0时， 

0, 当; r = 1 时， 

Vx G {0, l}(^(x) = 0), 

不难看出 ， Vx G {0,1}(4。 cp ( x ) = 0)，而 V;r € {0,1}(¥>。— 1)? 因 

ijj 不 成立， 

映射 ip:E — F 称为单射(有时，称为 
的像是不同的，即 


( p ( x ) — 


此，矽 


(f ~ (p O 


O 


的”)，若 E 的不同点 
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Vx, y e E(x / 2 / 与 (p(x) ^ if{y)). 

映射 if ： E ^ F 称为满射，若 F W 五)，即 

\fy G F 3 x e E{y = ）. 


满射就是目标域等于值域的映射. 

既为单射又为满射的映射称为双射(有时，称为（五和 F 之间的) “一 


一 对应” ) 


若映射是双射，则 Vy e F (3 x e E(y - cp ( x ))), 且使得 

p (; r ) 的 a ; 是唯一确定的.这时，定义^的逆映射如下： 


V 




(y) 


^p(x) = y 


(1.4.3) 




= x 


用映射的复合的语言来表达，上式等价于 

= id ^；, 且 


-1 


-1 


(1,4,3)' 


= idi? 


ip o ip 


ip o if 


当映射称为函数时，它的逆映射常称为反函数. 

值得指出 的是： 若 p : E — F 是双射，且 A c 则 ip ~ l { A ) 看做 

集合4在双射^的逆映射 w - 1 下的像,或看做集合 A 关于双射^的 
原像,结果是一致的（请同学们自行证明它). 

例 1.4.1 映射 


sinz 在 [-7 r /2,7 r /2] 上的限制 

仍记做 sin ) 是 [-7 r /2,7 r /2] — [-1,1] 的双射.它的逆映射 sin - 1 

arcsiny 是 [-1,1] — [-7 r /2,7 r /2] 的双射.这个逆映射 

恰是中学三角学课上说的反正弦函数的主值. 

例 1.4.2 记 R 2 = {( x , t ) : cc G R,i G R }. 它代表平面.有时，称 

为 R 与自己的笛卡儿积.今考虑 R 2 — R 2 的如下映射 GV 


sm 


x h y = 




arcsm 


v — arcsint / 


((， T ) = G v ( x , t ), 


(1,4.4) 


其中 r 是一个给定的实数，而 


(1.4.5) 


乞 =X — vt, 

由（ I . 4 . 4 )和 (1.4.5) 定义的映射称为 Galileo 变换， 它是双射 . Newton 
力学在 Galileo 变换下是不变的 } 即 Newton 第二定律在 Galileo 变换 

下是不变的.它的逆变换是 
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K ， tX ( m )， 


(1.4.6) 


其中 


(1.4.7) 

换言之， ( G .)- 1 = G- v . 不难检验， G u oG v = G u+V . 常称集合: 

€ R} (关于运算。）构成 一 个群,称为 Galileo 群. Newton 力学相对 

于 Galileo 群是不变的.用物理的语 言说： 相对于一个惯性系统做匀速 
直线运动的参考系仍是惯性系统. 

例 1.4.3 考虑 R 2 的如下映射 


^ — X + vt 


U 


( fr ) = L v ( x ， t ), 


(1-4.8) 


其中 r 是一个满足要求0 < 1； < c 的实数， C 表示光速，而 


x — vt 


(1.4.9) 


2 




由（ I . 4 . 8 )和 (1.4.9) 定义的映射称为 Lorentz 变换，它是双射 . Lorentz 
第 一 个注意到， Maxwell 的电磁理论在 Galileo 变换下不是不变的，但 
在 Lorentz 变换下却是不变的. Einstein 在1905年发表的狭义相对论 
的基本假 设是： 物理学的规律应是在 Lorentz 变换下，而不是在 Galil 

变换下不变的.它彻底改变了人类的时空概念，揭开了 20世纪的物理 
学革命的序幕. Lorentz 变换的逆变换是 


eo 


(1.4.10) 


其中 


x + vt 


(1.4.11) 


换言之 ， L 


L - v . 易见， L u o L v = L w , 其中 


(1.4,12) 


集合 { L u : u e R } (关于运算。）常称为构成了 一 个 （二 维的)1^€«^1^群. 

注意到 u / c 。0时， Lorentz 变换接近于 Galileo 变换，因而， Newton 力 
学只是 Einstein 相对论力学在 r/c — 0时的渐近极限. 
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在例 1.4.1 中，函数 sin 的自变量是 re ， 因变量（函数）是 y . 而反 

函数 arcsin 的自变量是 y ， 因变量（函数）是: r ， 正好与函数的相反.但 

在例 1.4.2 与例 1.4.3 中，变换与逆变换的自变暈都是 （ ar , t ), 因变量都 
是应该指出，映射（或函数或变换）是指确定自变量与因变量之 
间对应关系的规则，自变量与因变量用什么记号并不改变这个对应关 
系的规则，因而自变量与因变量用什么记号对映射（或函数或变换）是 
无关紧要的. 

请同学们自行检验公式 L u oL v = L w , 其中 w 是由公式 (1.4.12) 
确定的并请检验逆变换公式 （1.4.7) 与 （1.4.11). 


§1.5 可数集 


两个有限集的元素的个数（或称集合的基数）相等的充分必要条 
件是它们之间可以建立一个 一一 对应（或称双射; ). 

将两个有限集合元素个数相等的概念推广，我们称两个（有限或 

无限）集合有相同 的基数 （cardinal number ) ，假若它们之间能建立一个 

双射.若集合 A 与集合 B 的某子集之间能建立一个双射（等价地,有 
一个 A — B 的单射)，则称集合 A 的基数小于或等于集合 B 的基数. 
若集合 X 与集合 S 的某子集之间能建立一个双射，但集合 A 与集合 
B 之间不能建立任何双射，则称集合4的基数小于集合 B 的基数. 

以上引进的集合的基数的概念是有限集的元素的个数概念的自然 
推广.但是，我们不久会发现，有限集的元素的个数概念有些重要性质 
是集合的基数的概念所没有的. 

例 1.5.1 全体自然数构成的集合 N 与全体偶自然数构成的集 
合休= 2 n : n e N } 有相同的基数.因为它们之间可以建立如下的双 


射 


{k = 2 n : n E N }, ^ p ( n ) = 2 n . 

应该指出 ， {k = 2 n : neN } 是集合 N 的真子集.一个无限集有 

可能和它的某个真子集有相同的基数，有限集是不可能与它的任何真 
子集有相同的基数的. 


N 




― > 
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这个性质是有限集与无限集的分水岭，它可以作为集合是有限集 
还是无限集的定义.但是，以下的定义也许更 直观： 

定义 1.5.1 满足以下两个条件之一的集合 A 称为有 限集： 

(1) A 是空集； 

(2) 有自然数 n, 使得集合 {1, …， n} 与 4 有相同基数， 

空集的基数定义为 0, 与 {1, …， n} 有相同基数的集合的基数定义 
为 n . 非有限集称为无 限集. 

利用自然数集 N 的公理（参看 1.7 节）及由公理而推得的自然数 
集 N 的性质，不难证明关于有限集基数的以下的性质（同学自学了 1.7 
节后， 利用数学归纳原理不难自行证明它们 （1) 有限集的子集仍是 
有 限集； （2) 有限集的子集的基数小于或等于原集的 基数； （3) 有限集 
的真子集的基数小于原集的 基数； （4) 有限个有限集的并仍是有限集. 

下面我们要进入无限集的研究.首先引进可数集的概念.可数集 
也许是人类最早遇到的无限集，事实上，它是基数最小的无 限集： 

定义 1.5.2 与 N 有相同基数的集合称为可 数集. 可数集与有限 
集统称为至多可 数集. 

我们在例 1.5.1 中已经证明了，全体正偶数集是可数集. 

设0 #五 C R ， 则五的最小数定义为 


min (a G B) A (Vx e E(a ^ x)) 


相仿地，五的最大数定义为 

■ 

j3 = max 五 (/? G J5) A (Vx € E(P 》 x)) • 

并非所有的非空实数集都有最小数或最大数.例如， [0,1) 有最小 
数，却无最大数 . （ 0, lj 有最大数，却无最小数 . （ 0, 1) 既无最小数,也无 
最大数.但所有的非空的有限实数集都有最小数且有最大数.这个命 
题可以通过归纳法证明，细节留给同学了. 

为了以下命题证明的需要，我们引进一个直观上非常显然的，关于 
自然数集 N 的重要性质. 

N 的良 序性： N 的任何非空（有限或无限）子集 S 都有最小数. 
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这个性质我们常在推导中使用.在本章的补充教材一 （1.7 节）中 
将扼要地讨论自然数的定义，并从 1.7 节中给出的自然数的定义出发 
而推导出自然数集 N 的良序性. 

命题 1.5.1 我们有以下关于无限集与可数集的 结论： 

(1) 任何无限集必有一个可数子集，换言之，任何无限集的基数大 
于或等于 N 的基数； 

(2) 至多可数集的子集是至多可数集. 

证两个结论分别证明 如下： 

(1) 设4是无限集.我们想建立一个 N 到 A 的某子集的双射 p 
作为无限集的4必非空.任选一个元素 a € A ， 我们定义 ^(1) = 

若已定义 ^(1), • * * , ( p ( n ) G v 4, 且 p ( l ), …， < p { n ) 中的 n 个 A 的元素是 
互不相同的.因 A 是无限集，故4\{#(1)， ( n )} / 0. 任选一个 

元素 x n+1 e A \ { v ?( l )， … . ， v ?( n )}， 令 ( p(n + 1) 

了 ^( l),... 5 ^(n + l ), 且其中 ri +1 个元素是互不相同的.由数学归 
纳原理，对于每个 n € N ， 有一个 tp ( n ) € A 与之对应，且 n _ m 时， 
认 n ) 争 P ( m ). 换言之,我们可定义一个序列#(1),…，…，使得 

{(^(1), • • • , ( p ( n ), • ■ •} C ^4,且 n ^ m => ( f ( n ) ^ ^( m ). 

p 是 N 到 A 的子集 {(/? ⑴，…， - - •} 的双射■⑴证毕. 

(2) 任何有限集及任何可数集都与 N 的某子集之间有双射，我们 
只须证明 N 的任何子集4至多可数就够了.若4是有限集，结论自 
然成立.今设 A 是无限集. 

我们定义映射 P 如下： 首先，令 

(^(1) = min 

因 A 是无限集，故 A \ { y >( l )} 7^ 0- 又根据 p ( l ) 的定义， 

Vz e A\ {w(l)}(p(l) < x). 

设已经定义了 p ( l )，( W ， 且具有性质： 

⑴ V ^( l ) <… < 咖)； 

( ii ) Vcc G A \ { p ⑴，…， ip ( n )}( ip ( n ) < x ). 


这样我们定义 


=^n+1 
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H A 是无限集，故 A \ Ml ), …， < p ( n )} ^ 0. 今令 


p(n + 1) = min(^ \ {#(1 )， …， 


易见， 


( i ) ( p ( l ) < …< (p(n) < (f(n + 1); 

( ii ) Vx E A \ {yp(l )， … ， ip(n + l)}(c^(n +1) < x). 

这样，根据归纳原理，我们定义了一个映射^ N — A 它具有如 


下性质 


( i ) c ^( l ) < …< ( p ( n ) < …； 

( ii ) yx G A \ c /?( N)Vn G N {< p ( n ) < x ) . 

由以上两条性质,我们有以下 推论： 

( iii ) Vn G N(n < ^( n )). 

性质 （ iii ) 可以归纳地 证明： 首先， 1 < C ^( l ) 是显然成立的.设 

k ( W ( fc )， 有 A : + 1 < ^( A :) + 1. 又由⑴， ip { k ) < ( p(k + 1), 故有 

+ 1 ^ H ~ 1). 因此，我们得到 k 1 ^ < p{h + 1). 

由⑴，^是单射.由 （ ii ) 和 （ iii ), ^是满射,理由 是：若 A \^( N ) / 0, 

必有 p € >1 \ w ( N ), 则 Vn G N(n ^ ip(n) < p). 特别取 n = p , 便有 

p < p ， 这个矛盾证明了 ^ 是满射.故 p 是双射 

注 1 (1) 的结论告诉了 我们： 基数小于或等于可数集的基数的 

集合必是有限集或可数集.这就是把有限集和可数集称为“至多 可数” 
集的理由. 


□ 


注 2 (2) 的结论可以看成 （1) 的结论与补充教材一中的 Schroeder - 

Bernstein 定理（定理 1.8.1) 的推论，我们这里的证明未用到（证明较为 


复杂的) Schxoeder-Bemstein 定理. 


中学的数学课上已经证 明了： 素数集是无限集.由命题 1 A 1 的 
(2) 知，全体素数是可数集. 

命题 1.5.2 可数个可数集之并是可数集. 

证 先设这可数个可数集 


A n : n — 1，2, 3, . 
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是两两不相交的.每个可数集与 N 之间有双射，它的元素可以排成一 
个序列.我们把它们的元素用双下标来区分.第一个下标表示元素所 
属集合的号码，第二个下标表示元素在所属集合中的号码.只当两个 
元素的双下标完全相同时，两个元素才 相同： 

M 


…}， 


11 ? ^ 12 , ^ 13 , <^14 


乂2 = {«21， 

^3 = {^31 
^4 — {^41 


<?22 ? ^23) a 24. 


* * 


} 


( 1 , 5 , 1 ) 


7 ^33^ a 34^ - • 


}， 


， （242, «43,叫4, 


■ • 


集合 U An 的元素可以用以下办法排成一个序列，即每个 u 
的元素都有1个自然数号码与之对应，不同的元素的号码是不同晶，且 

全体号码已用尽了全体自然数： 


( 1 . 5 . 2 ) 


ail; ^12, <221 ； ai3 ， a22 ， a3l; ai4? ^23: a 32, <^41；. 


■ ■ 


» ■ 


* 


1 


这里的排序原 则是： 双下标之和小的元素排在前边.当元素的双下标 
之和相等时（共有限个)，按第一下标的大小排.（读者可以 证明： 按上 
述方法排成 一 行时，元素 a mn 的号码应是 m+(m + n - l)(m + n )/2 •由 
此证明，不同的 


的号码不同，且全体元素的号码已用尽所有的自 
然数).这样就建立了集合 G 与集合 N 之间的双射.集合 G 

? 1=1 n —1 

是可数的. 

再设可数个可数集 (n = 1,2, 3, -0 非两两不相交.它们的元 


素仍如 （1.5.1) 所示.今构作可数个 集合凡 （n = 1，2, 3,…）如下 


{{ l ， l ， an }，{ l ，2， ai 2}，{ l ，3， ai 3}，{1, 4, a ^}, •••}， 


B 


B2 = {{2,1, 021)7 {2,2, ( 222 }，{2, 3, “ 23 }，{2, 4,吻}，…}， 

^3 — {{3,1, ci 3 i }，{3, 2,咖}， {3, 3, 033 }? {3, 4, 034 }，•_.}， （1.5.3) 

B4 — {{4,1, ci4i }，{4, 2, < 242 }，{4, 3, < 243 }，{4, 4, < 244 }，• …}， 
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易见，集合 S n ( n = 1，2,3,…）是两两不相交的.故集合 U 凡是 

n=l 

可数的.不难建立集合 D 上与集合 G 凡的一个子集之间的双射 

71=1 71 二 1 

0 An^ijAj 5 与 Bn 的一 

「1 j=l j=l 

个子集之间有双射）.集合 G 是无限的.由命题 1.5.1 知，集合 

/ n=l 

OC 

U 是可数的. 

n 推论 1.5.1 有限个可数集之并是可数集. 

证有限个可数集之并可看成可数个可数集之并之子集. 

推论 1.5.2 可数集与有限集之并是可数集. 

证可数集与有限集之并可看成两个可数集之并之子集. 

推论 1.5.3 设4是可数集， B 是无限集，是满射，则 
B 是可数集. 

证对于每个 y e B , ^ _1 ({2/}) 7^ 0 - 任选一个元素 Z e ^ _1 ({3/})> 

ip { y ). 显然, B 与 iP { B ) 有相同的基数 • tP ( B ) 作为可数集 >4的 
无限子集，由命题 1.5.1 的（2)，它应是可数集，因而5是可数集. □ 

推论 1.5.4 正有理数全体是可数集. 

证由命题 1.5.2, 集合 {( m , n ) 

{( m , n ) : m G N , 7 i G N } 到集合 Q +\{0} = { n/m G R 

的以下的映射 0 是 满射： 


这只需注意到 U A 

71—1 




□ 




记 


G N，n e N } 可数.集合 

GN,nGN} 


: m 


: m 


0((m ， n)) = n/m. 

\ {0} 是无限集.由推论 1.5.3, g +\{0} 是可数集 
推论 1.5.5 有理数全体是可数集. 

证负有理数全体与正有理数全体之间有双射，故负有理数全体 
构成可数集.有理数全体是正有理数全体，负有理数全体与集合 {0} 
之并，故可数. 

命题 1.5.3 开区间 (0,1) 是不可数的无限集. 

证每个 (0,1) 中的实数都可表示成以下形式的十进位小数 


□ 


□ 
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0.aia2 


a 


其中 e {0，1，2，_..,9}, 

对于 (0,1) 中的通常的实数，以上的表示是唯一的.仅有的例外是， 
以下形式的实数有两种表示方式： 


* (®n — 1)99 • *. 9 * 


00-0 


0.aia2 


a 




ft ■ 


■ 


i 暮 


设 （0,1) 中的实数可以排成一个序列 


Xi , X 2, 


? 工 ni 


其中〜的十进位小数表示是 


= O.a 


x 


a 


今定义实数2/如下,它的十进位小数表示是 


CKfeih … 


y 




■ ，零 


其中 


1， 当 C 一 1 时， 

=1时. 


brn 


2,当 


a 


显然， VmeN ( y / x m ). 矛盾 

以上是在把实数看成是十进位小数的前提下得到命题 1.5.3 的结 
论的.在下一章对实数作了进一步讨论后，我们可以从实数的另外的 
性质出发得到这个结论. 


□ 


§1.6 习 


1. 逻辑符号 A =^ B 应遵循的规则是 


A=^> B \\ AM \ A 不寘 

S 真 I 真 | 真 

B 不真 f 真~~ 


读者也许对右下角那条规则 ( AB 皆不真时，4 S 真）感到困惑，下面的 
解释也许能帮助你解除这个 困惑： 按照中学里学的反证法，为了证明0 =» S ) 
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真，只需证明不真4 4不真)，在 A ， S 皆不真时， （ S 不真4 A 不真）自 

然成立.因而，这时 （A =今 B ) 真是可以接受的. 

试用 “ A ， S 皆不真时， S 真”这一条去 证明： 0 C A 对任何集合 A 


皆成立. 


注本题中刻画逻辑符号 A ^ B 应遵循的规则的表格常称为 真理表 

2. 试证： 

( i ) ( AUB ^ A ) B C A ; 

( ii ) (如 £? = jB) <=> B (Z A . 

(提 示： 为了证明 BC A , 只须证明 Vx e B(xe A ).) 

3. 试证： 

(i) (A G C ) A (B C C ) ^ (AU B C C); 

(ii) (C C 4) 八 （C C B) ㈡ （C C 如 S), 

4. 设 / : X — y 是 X 到 1" 的映射， AcX . BcX . 试证： 

⑴ ( AcB )=^ ( f ( A ) C /( B )); 

(ii) (A/0)=>(/(A)^0). 

(提 示： 为了证明 f ( A ) ^ 0, 只须证明 3 x G A ( f ( x ) e 

5. 设 / : X — r 是 X 到 Y 的映射， CCY . DCY . 试证： 


(CcD)^(f- 1 (C)cr 1 (D)), 

6. 设 / : X — y 是叉到 Y 的映射•问：0 / 5 C r / _1 ( B ) / 0永 
远成立吗？若成立，试证明之，否则，举一反例说明之. 

7. 试证明关系式 （ L 3.6)，(1.3.7) 及 （1.3,8): 


n 仏 c p | 


(1.3.6)' 




otEl 


a^I 




(1.3,7)， 




otGl 


1 = n〆 (仏) 


( L 3.8/ 




aG J 


aE-f 


请同学找出一个 （1.3.6)' 的包含关系无法改成等式的例，即满足以下不等式 


(n ^^ n 

V ae/ / ot£l 


9 



§1.6 习题 


的例. 


8. 设厂 X — y 是 X 到 Y 的映射， CcDcY , 试证： 

a ) r 1 { D \ c ) = r \ D )\ r i ( c )； 

⑻ r 1 (^ c ) = ( r 1 P )) c . 

9. 设 / : X — r 是 X 到 V 的映射， AcX,C CY . 试证： 

( i ) rW ))〕 a ; 

⑻ / cr 1 ⑹） cc . 

10. 设 / : X — y 是 X 到 y 的映射. 试证： 

( i ) f 是单射，当且仅当对于任何 A C X ，有 r 1 (/( A )) = A ； 

( ii ) /是满射，当且仅当对于任何 C C y ， 有 f ( r l ( C )) = C ; 

( iii ) /是双射，当且仅当对于任何 A c X ，有/^(/(乂)）= 乂且对于任何 

( W ， 有 /(/ _1 ( c ) 卜 

11. 设/ : X — y 是 X 到 F 的映射.试证以下四个命题 等价： 

⑴/是 单射； 

⑻对于任何 A C X 和 B C X ，有 /(A n S ) = f { A)n /( B ); 

( iii ) 对于任何 ACX 和 SCX ， 有 f ( A ) n f { B ) = 0 /(A H S ) 

0 < J =>- AnB = ^\ 

( iv ) 对于任何 B C 4 C X ，有 /(A \ S ) = /( A )\ f { B ). 

12. 试构造一个集合 X 及两个映射 cp : X — X 和咕 ：X — X , 使得 

(最好不要与讲义中举的例相同 .） 

13. 设 X 表示全体（实）数列 ( Xi , * ■ * , X n , * ' ') 组成的集合： 




9 


X = {(工1， • 


) : Vn G N(x n G R)}. 




■ ■ 


映射 定 义如下 


(工1， ■ • 


•)H {X 2 , _ 


). 


9 


，， 


? ^ 71 1 


» • 


■ 


t ■ 


试问 


( i ) 有没有一个映射 分 ： 义4义，使得(^0矽= idx ? 其中 idx 表 示义上 

的恒等映射： 


Vx G X (\ dx { x ) — x ); 

( ii ) 满足⑴中条件的4是否是唯一确定的？ 

( iii ) 有没有一个映射 X — X ，使得仏 


idx ? 


o 


<p 
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( iv ) ( p 是否是双射？ 

14. 设 / — y 和 — Z 是两个双射.试证 


gof ： X^Z 


也是双射，且 ( po /)- 1 = / 

15. 设 x 和 y 是两个集合， x 和 y 的笛卡儿积，记做 Xxy , 表示由 x 
和 y 中的元素组成的序对构成的集合（参看图 1.6.1): 


°9 


X xY = {(x,y) ： xeX,yeY}. 


Xxy 


y 


x 


图 1.6,1 X xY 


(注意：所谓 （ x ， y ) 是序对，即我们约定：（工， y ) = ( it ;， z ) ^==^ (x = w) A(y = z ).) 

试找一个几何图形来表示以下的笛卡 儿积： 

( i ) [ a , b ] x [ c , d ] =? 

+ 

( ii ) ( a , b ) x ( c , d ) =? 

( iii ) ( a , b ] x ( c , d ] — 

以下设 s 

( iv ) [ a , b ] x S 1 =? (参看图 1.6.2) 

( v ) 5 1 x S 1 =? (参看图 1.6.3) 


? 


l 


{(^ ， y) : x 2 +y 2 = 1}* 




a, 61 x S' 
■ ■ 


1.6.2 [ a , 6] x 5 1 


1.6.3 S l x S 1 


16. 试证： 

( i ) (X x r = 0) (X = 0) V (F = 0); 

以下设 XxY^ 0 . 

( ii ) (X x Y C W x Z) ^ (X C W) A (V C Z); 
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( iii ) (X xY ) u(Z xY ) = {XU Z ) x Y ； 

( iv ) (/ x y) n ( X， x V ) = (xn x f ) x (y n Y f )； 

(V) (X xY )\ ( X f x Y f ) = (( X \ X / ) x y ) U ( X f x ( Y \ Y f )). 

17 .设 x 是一个集合， x 和 x 的笛卡儿积中的子集 ncx xx 称为 x 

的元素之间的一个等价关系， 假若兄 具有以下三条 性质： 

⑷自 反性： \/xeX((x,x)en )； 

( b ) 对 称性： yx,y G X (( x , y ) e U ( y , x ) e TZ ); 

( c ) 传递性： z G X (( x , y ) e 7^) A (( y : z ) 6 TV } =^> (( x , z ) G Tl ), 

设 X = U Xa , 且 a / /3 => Pi = 0 .令 


ocei 


1Z = {(x, y) ^ X X X : 3a € I((x 6 X a ) A (y G X a ))}. 

试证：兄是个等价关系. 

反之，设尺是 X 的元素之间的一个等价关系.对于任何元素 : r e X ，令 

X x = {y ^ X : (x,y) e 7Z}. 


试证 


(i) Vu e X((X X = Xy) V (x, nx y = 0 ))； 

( ii ) x = u 

x ^ 

若把每个 Xt 看成一个指标（注 意 ： Ax = X y 时，兄 《； 和 X y 看成同一个指 
标!)，记做 a = X x (注 意： 又是集合，又是指标，它有双重身份 !)， 集合 
记做则 {X a } 恰是 X 的一个分类.换言之，我们得到了以下的重要 结论: 

集合 X 的一个分类，即 ( x = U K { a ^(3 ^Xa = 0) 对应于 


1 


ae / 


个等价关系.反之，集合元素之间的一个等价关系产生集合 X 的一个分类.分 
类中的每个类称为对应于这个等价关系的一个等价类. 

给了一个等价关系咒 C X x X ,若 （ Ay ) e 咒，常记做 xlly . 有时 ， xKy 

称为等价关系. 

18 .问： X 乂 X 的以下子集尺中，哪些是等价关系？哪些不是？它是等价 

关系时,试指出等价类的涵义. 

( i ) n £ N 是个固定的自然数 . X 

\ L{x — y = nfc )}； 

( ii ) X = {{ x , y ) E 


也常记做 


X 




，咒 =e x 


x X :彐 fe € 


: y ^ 0},7e = {((x ， y) ， (w } z)) e X x X : 


x 


yw}\ 
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( iii ) X = R ， 尺= {( x ， y ) G R x R :工彡 y }. 

19 .设 / : X — Y 是个映射.映射/ 的图像 定义为 X x F 的以下子集 


{( x ， y ) € X x y : y = 


G 


试画出以下映射的图像 


R — > [― 1，1]， 


( i ) sin : 


y = since ; 


( ii ) / : ( 0 , oc ) — [- 1 ， 1 ]，/ : 

( iii ) X = K,Y = [0, oo )，f 'X — 1" 定义 如下： f ( x ) 

( iv ) X = {0, l ,2 J 3,4 ? 5,6 },y = Q ,/ : X — K 定义 如下： f { n ) 

注数学中通常 约定： 0 != 1 . 

20. 试证 ： GCX xY 是某映射的图像的充分必要条 件是： 


sin ( l / x ); 


2 . 


=X ; 


6 ! 


n!(6 — n)! 


V ,7； G ^3(^,^) G G(u — x ), 且 V (: c ， y ) G GV ( tx , t ;) G G(x = u ^ y — v ). 


21. 集合 O C X x X 称为非空集 X 中的一个偏序 (关 系)，假若它满足以 


下的条件 


㈤ （ 0, ， y) eO ) A ((y, z) eO ) ^ ((x, z) e O ); 

( b ) (( 工， y ) ^ o ) A {(y,x) e O ) => X = y. 

当 （ T ， y ) e ( P 时，我们常记做 X 
问： 以下的例中，哪些是偏序？哪些不是？ 

( i ) X = R ， 0 = {{ x , y ) ex xX : x^yh 

( ii ) X = R 2 , O = {(( x ， y )，（ iu )) G R 2 x R 2 :或 : r < u ， 或 

( iii ) X = R 2 , 0 = {(( x , y ),{ u , v )) G R 2 x R 2 ： a: 2 + y 2 ^ u 2 + v 2 }; 

( iv ) 五 是个非空集 ， X = 2 S 表示 E 的子集的全体 . O = {( A , B)eXxX : 


x 


u 


A C B }. 


22 , 设 < 2 , 6 G R 且 a < 6 ,试证：彐 c G Q(a < c < 6 ). 

(提示 

= 0 , 1 ， ••• 


• ， 6 = 6(),6162 设 
1 , a m < bm . 试证不会出现满足以下条件的 情况： 有 


¥ bk }， 有 


min{/c : 


: CL = (X{).Cii(l2 


m 




_ _ 


a j ~ 

个 mez +， 使得 


, m — 


若 j < 

= ^ a m + 1，若 J 

若 j > 


， 


m ， 


=m 


0 , 


m, 
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且 


cz ) = 9, 


j = m + 1， m + 2,… 




试用十进制小数来构造 C-) 

23. 设 {4 : a e 乃是一个（非空）开 E 间组成的集合，且 Vo ：, # 

/3 u a n 心= 0) (即这个开区间集合中的开区间两两不相交) • 试证： 

■ 

⑴集合 J 与某个 5 CQ 之间有双射； 

( n ) j 或是有限集，或是可数集. 

24. 试证： 集合 R , 开区间（0, 1), 闭区间 [0,1], 左开右闭区间 （0,1] 和右开 

左闭区间 [0,1)( 作为点集）的基数都相等. 

25. 设 X 是个集合， ^ CX . A 的指示函数（或称特征函数) 1 a 定义为 

1 ，若 x e A ， 

0, 若 ; r 隹 A 

iar = { iA ： Acx }, 2 X 表示 X 的所有的子集构成的集合. 试证： ： K 与2 
有相等的基数. 

26. ^ 是有限个有限集，则 


^ a ( x ) — 


x 


叫 = E CQxdXi 1 


card(X il n Xi 2 ) 


card 




<t2^rn 


^ cardfX ^ n X i2 n Xi 3 ) 


<i2<i3^rn 


一 ...+ ( — l ) 771 1 celtc 1( A^i n .. • n AVn )， 


其中 card5 表示集合 S 的基数. 

27 .设乂 

素的集合， C 表示 U 中所有只不属于有限多个集合的元素的集合.试 

71=1 


6 N 是可数个集合， B 表示所有属于无限多个集合的元 


: n 


证 


nu ^ 


u n 枭 


，且 c = 


B = 


§1-7 补充教 材一： 关于自然数集合 N 


自然数集合 N 是数学中最常碰到的集合之一.它的性质是我们经常要用的. 
在这个补充教材中要对自然数的公理化讨论作一扼要的介绍.首先介绍它的定 


义. 
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定义 1.7.1 自然数集合 N 是个集合，其中有一个元素（称为起始元）记做 
1，还有映射巧称为后继映射 N ^ N , 它们具有以下性质： 

⑷1《 5( N ); 

( b ) S 是单射； 

( c ) 假若 M C N 具有以下两条 性质： 

( i ) 1 e M ; 

( ii ) Vn e N(n e M S ( n ) e M )， 


则我们有 M 二 N . 

以上便是自然数的公理化定义.条件 （ C ) 常称为（自然数集 N 满足的) 第一 
数 学归纳原理. 

命题 1.7.1 (1} U 5( N ) = 

证因集合 {1} U 5( N ) 具有定义 1.7.1 的⑷中 M 所要具有的两条性质 
⑴和 （ ii )， 故 (1} U 5( N ) = N . 

定义 1.7.2 对于 cx ，6 eN ， 若6 = 


□ 


= S k ( a ), 即6是 


0 


. 0 


a 


■ ■ 


fc 个5 

经过 fc 次后继映射的结果，则称 a 小于6,记做 a < 6,或称 b 大于 a , 记做 

我们还常用以下记法： a < &表示 ( a < 6) V(a = b ) 3 类似地， a > 6表示 

(a > b ) V (a = b )• 


Cl. 


命题 1.7.2 N = {1，5(1)， 5 2 (1)，…， 5^(1)， … 


证易证上式右端满足定义 1.7.1 的⑷中 M 应满足的⑴和 （ ii ). 

定义 1.7.3 在 N 中引进加法（记做 +) 如下： 

( a ) Vn E N(n + 1 = S ( n )); 

( b ) Vm € NVn G N(n + S ( m ) = 5 (n + m ))_ 

由第一数学归纳原理，由 （ a ) 和 （ b ) 定义的加法是 N x N — N 的映射（确 
切整说，我们可以 证明 ： {m G N : Vn G N(n + m 有意义 )} = N ). 作为习题，同 
学还可以证明（注 意： 要多次用第一归纳原理!）如此定义的加法满足如下的结 
合律： 


□ 


+ (6 + c ) — (a + 6) + 


( 1 ^ 1 ) 


和交换律 


( 1 . 7 . 2 ) 


a + 6 6 + a. 

命题 1.7.3 (a < 6) A (6 < c ) (a < c ) 

证这是加法结合律的推论. 


□ 
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命题 1.7.4 VnG N (1 ^ n ). 

证这是命题 1.7.2 的推论. 

命题 1.7.5 \ fn,k e N ( S k ( n )^ n ). 换言之， 

证设 A ： eN 给定了，令 


□ 


> n n 參 m . 


m 


M = {n G N : S ^( n ) ^ n}. 

由定义 1,7 + 1 的 （ a), 1 G M. 若 n e M ， 即， S k ( n ) ^ n. 由定义 1.7.1 的 （ b )， 
S k ( S ( n )) = S ( S k ( n )) ^ S^n). 故 5(n) e M. 由定义 1.7.1 的 （ c)，M = N. 命 

题的前半部分证毕.后半部分是前半部分与定义 1.7.2 的结合. 

命题 1.7.6 Vm,n € N((m < n) V (m > n ) V (m = n)). 

证因 


□ 


< ❿） < 5 ^ 1 ) < …， 


1 < 5(1) < 5 2 (1) < 


由命题 1.7.2, 全体自然数都在以上的一排数中.由定义1.7.2,这排数中任何两 
个均可比较大小，命题 1.7.6 得证. 

命题 1.7.7 5^(1) = 〆 ⑴=> k 
证这是命题1.7.3，1.7.5和 1.7.6 的推论.假若 fc > /，贝 ！ J A ; = Z + / i . 故 

炉⑴= S h ( S l ( l )) > S l ( l ), 这与假设炉⑴=#⑴矛盾 

命题 1.7.8 对一切 m,n G N , m < n,m > n,m — 




□ 


三者中只能有一个 


成立. 


证因 


1 < 5(1) < 5 2 (1) < ... < 分打⑴ < 5 n+1 ⑴ 〈…， 

命题 1.7.8 是命题 1.7.7 的推论. 

注由命题 1.7.6 和命题 1.7.8, 对一切 m，n € N ， m < n,m > n , 

三者中有一个也只能有一个成立. 

命题 1-7-9 Vn 6 NVm € N(n + 1 > 

证这是命题 1.7.2 的推论. 

定理1.7.1( 第二数 学归纳原理）若 M C N 具有以下性质 

Vn € N((Va: G N(a; < n x G M)) => n 6 M ) 




^ m )_ 


□ 


(1,7.3) 

(即若小于某自然数的自然数皆属于 M , 则该自然数必属于 M )， 便有 M = N . 

证为了证明从=1^，引进集合 


五 = {n G N : Vm < n(m G M )}. 
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由性质（1,7.3 )， E CM , 再由命题 1.7.4 和命题 1.7.8, 彐 m e N(m < 1) 是 

7 jc 远不真的命题.由上节习题1,1 e 五.换言之，五满足定义 1.7.1 中 （ c ) 的⑴. 
今设 n G E ， 则 Vm < n(m € M ). 由此，并注意到丑的定义 ， Vm < n(m G E ). 

根据命题1*7.9,我们有 Vm < n + l(m e E ). 所以 ， n + 1 e £；. E 满足定义 

1.7.1 中的 （ ii ), 故五 = N . 由此 ， M 

定理 1.7.2 自然数集 N 是良序的，即任何满足关系 S CN 的集合 

S 有最小元 




N ， 




m 


€ S 且 Vn G S(m ^ n ) 

证设 5 V 0，且无最 小元. 显然，1 _负不然，1是 S 的最小元) • 令 


(1_7.4) 


m 


{n € N : Vm 6 S{n < m )}. 

显然， rn 5 = 0. 我们现在要证明 T 满足性质 (1.7.3). 设 7 Z € N 满足条件 

GT). 

我们要证明的是 n e T. 若不然 ，彐 m e S{m 4： n). 若 m < n ， 由 （ 1U )， 
m £ r . 由 T 1 的定义 （ 1.7.5)，m < m. 这不可能.若 m = n ， 由 (1.7,6), 所有小 
于 m 的数都属于 T , 因而，所有小于 m 的数都不属于 S . 因 m e 故 m 是 
S 的最小元. 这与 S 无最小元矛盾.故 n e 了， 换 言之 ， T 满足条件 （ 1.7.3) .由 

定理1.7.1 ， T = N . 由此 ， S 


(1.7.5) 


T 




Vx e N(x < 


(1*7.6) 


n x 


这与假设矛盾. 




*§1.8 补充教 材二： 基数的比较 


我们曾经定 义了： 两个集合称为具有相同的基数，若它们之间可以建立一个 
双射.集合具有相同基数是集合间的一个等价关系.基数可以定义为由这个等价 
关系生成的等价类.等价类中的集合称为具有这个等价类所代表的基数的集合. 
我们愿意将基数的比较复述 如下： 

定义 1.8.1 设 A 和 S 是两个集合，它们的基数分别是 a 和汉我们称 
a := /?,若 A 和 S 之间可以建立一个双射.我们称 a < /5(或> a ), 若乂和 

B 的一个子集之间可以建立一个双射.我们称 a < /?(或0 > a ), 若 Z 和 B 之 
间不可能建立一个双射，且 A 和 S 的一个子集之间可以建立一个双射. 

应注意的是，按定义 ， a ^ /5 (a < /?) V (a - /?). 我们不清楚的是，下 
述关系式是否 成立： 


(a ^ /3) A (/3 ^ a) a = /3. 
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但经过（不平凡的）逻辑推理，可以证明（参看定理 1.8.1): 0)A(P ^a)=^ 

a = (3 确实是成立的. 

例 1.8.1 若以 a 和 c 分别表示自然数集合 N 和开区间（0, 1) 的基数，贝 IJ 


a < c . 


证自然数集合 N 和开区间（0, 1) 的子集 {1 /n : neN } 之间有双射 
l / n . 自然数集合 N 和开区间 (0,1) 之间无双射是命题 1.5.3 的结论. 

定理 l . 8 . l ( Schroeder-Bernstein 定理）设 a 和是两个基数，又设 

< /3且 or 彡 /3,则 a 二 

证我们要证明的是这样的一个 命题： 设 A ) 和 Bo 是两个集合.已知 
和的 一 个子集之间可建立 一 个双射，且 Bo 和的 一 个子集之间也可建立 
一 个双射，则 和岛） 的之间必可建立一个双射. 

设 Ai C A 0 , 历 C S 。， 而 


□ 


OC 


(fi : Ay — Bu Ip : Bo 


A x 


是两个双射.令 


B2 = A 2 = 


归纳地，记 


1 — ^?(v4n)，An + 1 = 必(万 n )， 


易见， 


( L 8, l ) 

( 1 . 8 . 2 ) 


AqD AiD A 2 Z) - 


D A 3 …； 




Bo D B ! D B 2 D 


D B n D 


» • • 


• 4 


_ 




显然，对于任何非负整数 


:\ An+1 — B n +l \ fin+2 


(1,8.3) 




A 


\^n + l 


和 




Bn \ Bn -\- 1 ~^ An-\-\ \ 乂 n+2 


(1.8.4) 




是双射 


又 


m n ; (1.8.5) 


U (A2n \ 乂 2 打 +1) 


A 0 = 


u 


n—0 


n =0 


U (S2n+1 \ B271 + 2 ) j U [ p| Bn j . (1-8.6) 


Ud \ ^2n-hl) 


B 0 = 


U 


n =0 
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由 （ L 8.1) 及 (1.8.2), Ao 的分解式 （1.8.5) 右端各项是两两不相交的，及 S 0 
的分解式 (1.8.6) 右端各项也是两两不相交的 • 利用双射 （1,8,3) 及 (1-8.4) 可 


知: 


: Um 2n \ 乂 2n+l) ~ ^ U (历 71 + 1 \ B2n+2) 




( 乂 2 打 \^2n-f 1 ) 


和 


(B2n \ fi2n+l) — U (^2n+l \ A2w+2) 


U ^ =0 ( B 2 n \ B 2n + l ) 


都是双射.又易见 


n Bn - 


rn 


c 




另一方面，对于任何 y e n 则对于每个 m e N U {0}, y 6 Sm + i . 故有 

E Am, 使得 2/ = </? (: Tm ). 因 p 是单射，所有的; T m (m £ N U {0}) 都相等. 

记这个相等的值为 X , 则 I e 門 4 n ， 且 ^ p ( x ) = y .故 


门 Bn 


n 


A 


O 




这就证 明了： W 是门 An 与 n Bn 之间的双射 ♦ 

n— 0 n=' 

把 ㈣ (分 lu 
映射 ^&： Ao ^ Bo 如下： 


)) 一 1 及刮 n 


拼起来，得到 


L 。 （石 2n \^2n-\-l 


nh 


若 X E ( LJ (^ 2n \ 乂 2 n+l) 


V ?( x )， 


U 


汐 (X) 


若 X e {A 2 n^l \ 十 2 ). 


显然，汐是 A 0 — S 0 的 双射. 

定理 1.8.2 设 A 是一个集合，2^表示 A 的全体子集组成的集合，则 A 
与之间不可能建立双射. 

证设$ : 乂 — 是乂到 2 a 的一个双射.令 


□ 


B = {x ^ A : x ^ p (工) } 

因 W 是4到24的双射，必有4中元素 2 /, 使得 B = < f ( y ). 这里共有两种可 
能： （1) y € S 及（ 2 ) y g R 不论哪一种可能都将导致 矛盾： 


(1.8.7) 



§1.9 补充 


(1) 设 y € _ B ， 由 (1.8.7), y ^ < f ( y ) = B . 矛盾. 

( 2 ) 设 2 /耷 B ， 即 y 贫 p ( j /) .由 （ l . 8 , 7 )， y € B . 又矛盾. 

显然， A 与 A 中单元素子集组成的 2 a 的子集之间可以建立双射.故/ 

的基数必大于4的基数.因此，任何基数都有比自己更大的基数，故最大基数 
是不存在的. 

可以证明，任何两个基数都可以比较，即任给两个集合 A 和 B ， 则或者 A 
和 B 的某子集之间可以建立双射，或者 A 的某子集和 B 之间可以建立双射. 
但这个证明牵涉到所谓的选择公理，我们不去讨论了. 


□ 


§1.9 补充习 


1. 用归纳法证明以下 等式： 对于任何自然数 n , 有 

n(n + 1) 


(i) 1 + 2 + • 


+ n = 


_ * 


2 


n(n + l)(2n + 1) 


(ii) l 2 + 2 2 + … + n 2 

(iii) l 3 + 2 3 + … + n 3 = (1 + 2 + … + n) 2 . 

2. 设 n 和 p 是自然数，记 




6 


n! 


， 若 m < 


n ， 


n 


ml(n — m)\ 


m 


若 m > n 


0, 


注意 ： 0! = L 试证: 


(i) 


n — m 


m 


n 


n 


(ii) 


m — 1 


m 


m 


(iii) (x + y) n = ^ \ x J y n ~ J ; 


n 


(iv) E 


= 2 n ; 


i=° \ 3 


n + m + 1 


(v) E 
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n ^ _1 ; 


(vi) (n + l) p — n p 




P 


E 


h 


(vii) (n + l) p — 1 




p+i 


n 


+ An p + + Bn p_1 + Cup — 2 + …，其中 - 


(viii) E i p 


P + 1 

是不依赖于 n , 但依赖于 p 的常数，并在 p = 4时求出这些 常数; 

(ix) 若 a ， b e R ， 贝 [J 


n 


(a + 6) n = 


b 71 ^; 


k 


a 


k 


k=0 


( x ) 对一切 fc G N, 


n! 


E 




(xi H - hXfc ) 71 


•国 x 


x i 




k ， 


m! … 叫 ! 


ni - \- 71^=71 


其中右端的 

( m ， … , n k ) 求和. 

3. 设法计算下列表达式 

( i ) E (2 j -1) (提示： 考虑它与 Ei 的关系）； 

j=i \ j=i / 

( ii ) E (2 i - 1) 2 (提 示： 考虑它与 E / 的关系); 

j = l V j~l ) 

提示 


E 表示对一切满足等式 m +…+ M = n 的非负整数组 


niH - ^ 71^=71 


2n 


(m) E 


' j(j + 1) 

2j+ 1 

j 2 {j + l ) 2 j 2 (j + 1) 2 , 

1， a2 = 1，当 n > 3 时， 


怠沁 + 1) 


j J + 1 


"、占 2 j + l 

(1V) £ ^(TTIj 

4. Fibonacci 数定义如下 

试用数学归纳法 证明： 


提示 


2 


1 + ct 


ai = 


Q/ji CL 


n —2 • 


n — 


1 + a /5 


l -\/5 


O^ri — 


V 5 


2 


2 


5. 集合 N 和映射 5 ： N ^ N 满足条件 ：（ a ) 1 _ 5( N ); ( b ) 5 是单射及 
(cO 集合 N 是良序的，即任何满足关系0 /五 C N 的集合五有最小元 

€ 且 Vn € E{m ‘ n ) 


m 


m 
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(注 意： 大小关系如定义 1.7.2 所述)，则 N 满足定义 1.7.1 中的条件 （ a ) 5 ( b )， 


( c ) 


6. 集合 N 和映射5 ： N ^ N 满足条件： （ a ) 1《 5( N ); ( b ) S 是单射及 
( c ") 若 M C N 具有以下 性质： 


(1.7.3) 


Vn € N((Vrc G N(a: < n => x 6 M)) => n G M), 


则 M-N. 试证： N 满足定义 1.7,1 中的条 件⑷， （ b)， ⑷. 

7. 设 a e im e R , 且 a < &. 试证以下集合的基数 相等： 

( i ) R ; 

(ii) [0,oo); 

(iii) (a, 6); 

( iv ) [ a , b ]; 

(v) (a, 6]. 

8. 设 4 和 J 5 是两个与 R 有相同基数的集合，且4 A S = 0， 试证： AUB 
与 R 有相同基数. 

(提 示： 利用定理 1.8.1 和 1.6 节习题 2 3.) 

9. 试证： 集合 R 与 R \ Q 有相同的基数. 

(提 示： 集合 R \ Q 是无限集，有可数集 A cn\Q. 注意： R \ Q = 

[( R \ Q )\^] UA , 而11= [( R \ Q )\ A ] U ( AUQ ).) 

10. 集合 A 称为集合 S 的真子集，若4(：召且 A / S . 试证： 

( i ) 5 是无限集，当且仅当 S 有一个可数子集； 

( ii ) 集合 S 是无限集，当且仅当 <5和它的一个真子集有相同的基数. 


进 一 步阅读的参考文献 


本讲义不想介入公理化集合论的讨论.第1章的目的只是为了介绍分析中 
常用到的集合论的语言.关于这类内容，读者可以参考任何一本分析的书，例 


如 


[1] 的第一章第1, 2, 3, 4节介绍集合和映射的一般概念，第6节介绍基 
数,特别是可数的概念. 

[6] 的第一章第1节介绍集合和映射的一般概念. 

[8] 的预备知识中介绍集合及其基数的概念. 

[13] 的第一卷第一章第1，2节介绍集合概念的初步. 
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[14] 的第一章第1节简略地介绍集合和映射的一般概念. 

[18] 的第零章介绍集合的一般概念，包括一些逻辑符号的介绍. 

[21] 的第一章第1，3节简略地介绍集合的概念. 

[23] 的第一章介绍集合和映射的一般概念，包括一些逻辑符号的介绍.第二 
章第4节介绍基数的概念. 


2 章实数与复数 


§2.1 实数的四则运算 


本讲义第2章到第6章所述及的函数多数是定义在实数域上的， 
偶尔也有定义在复数域上的.但是，即使定义在实数域上，它们取的值 
有时仍可能是复数.虽然在中学里己接触过实数和复数，为了今后建 

立的微积分能有扎实的逻辑 基础， 本章要对实数和复数作一个系统的 
讨论.本节要讨论的是实数的四则运算. 

实数域 R 是一个至少含有两个元素的集合 . R 上有两个运 算：加 
法 (+) 和乘法 (.). 确切些说， Vo; e RVy e R3z G R, ^称为 x 与 y 的和， 

+ y . 类似地 ， Vx G RV ? / G e K , w 称为 x 与 y 的积， 

这两个运算具有以下九条 性质： 


记做 




X 




记做 


w = x • y = xy 
(PI) Va :， y,z e R(x + (y + z) = (x + y) + z)\ 


(P2) 彐 0 G RVa: e R(x + 0 = 0 + x = x); 

(P3) Vx E R3 — x ^ R(x + (—x) = (—x) + x = 0); 

(P4) Vx, y e K(x + y — y + x)\ 

(P5) \/x,y,z e R(x(yz) = (xy)z)] 

( P 6) 31 G RVx E K(x .1 = 1 

(P7) Vx G H(x ^ 0 => G R(xx _1 = x~ x x = 1)); 

(P8) Va; ， 2 / e K(x - y = y • x); 

(P9) \/x, y,z e R((x + y) 

性质 （ PI ) 称为加法的结合律.有了它，通过数学归纳法，可以证 
明： 任何（有限）多个元素相加的结果不依赖于打括号的方法，即不依 
赖于作加法的顺序.性质 ( P 2) 保证了零元的 存在： 零元是这样的元, 
任何数与之相加仍然等于自己.性质 （ P 5) 称为乘法的结合律.有了它， 
可以 证明： 任何（有限）多个元素相乘的结果不依赖于打括号的方法, 


X); 


X 






+ yz) 


z = xz 


第 2 
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即不依赖于作乘法的顺序.性质 （ P 3) 保证了任何数的负数的存在性， 

有了它，减法便可行了： 


Vx E RVy 6 R 3 j 2： g H(y + z — x ). 


事实上，只要让 

+ (- y )] 三 y + [{- y ) + x ] = [ y + (- y )\ +x = 0 + x 

x -h {— y ) 称为 x 与 y 之差，或; c 减去 2 /的结果,记做 

+ (1). 


+ (- y ) 代入方程 y + 


便得恒等式 

我们愿意把 


Z 


X 


Z = 




= X. 


( 2 , 1 , 1 ) 


x-y 


x 




性质 （ P 6) 保证了单位元的存在：单位元是这样的元，任何数与之相乘 
仍然等于自己.性质 （ P 7) 保证了任何非零数的倒数的存在性,有了它， 
除法便可 行了： 


3 z G R ( y ^ = x )). 

便得恒 等式： y { xy ^) 

我们愿意把 xy - 1 称为 x 与 y 之商，或 


Vx G RVy 6 R(y — 0 
事实上，只要让 z = xy - 1 代入方程 w 

y ( jr l x ) = { yy~ x )x = lx 

: r 被除后的结果，记做 






工， 




=X 


, 


X 


( 2 . 1 . 2 ) 


- = xy . 


y 


满足了性质 （ P 1) — ( P 3)， 我们称 R 相对于加法构成一个群.又因 
加法交换律 ( P 4) 成立,我们称 R 关于加法构成一个交换群，或称 Abel 
群.满足了性质 ( P 5)-( P 7), 我们称 R \ {0} 相对于乘法构成一个群. 
又因乘法交换律 ( P 8) 成立，我们称 R \{0} 关于乘法构成一个交换群 
或 Abel 群.性质 （ P 9) 称为分配律.九条性质中只有 （ P 9) 既和加法 
有关,又和乘法有关.它是联系加法与乘法的桥. 

一个至少含有两个元素的集合，假若它上面有两个 运算： 加法和 
乘法，分别记做“+”和“”，这两个运算又满足 ( P 1)-( P 9). 则相对 
于这两个运算,我们说，这个集合构成一个域 . R 相对于加法与乘法是 
个域，称为实数域.应该指出，有理数全体 Q 相对于加法与乘法也满足 
( P 1)-( P 9)， 故也是个域，称为有理数域.由中学数学知识,复数全体 C 
也满足 ( P 1)-( P 9), 故也是个域，称为复数域.但是，全体自然数 N 与 
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全体整数 Z 都不是域.请同学自行检验,性质 ( P 1)-( P 9) 中哪一条 N 
不满足？又是哪一条 Z 不满足？ 

下面我们要从 ( P 1)-( P 9) 出发,推出实数（事实上,也适用于有理 

数和复数）四则运算的一些常用性质. 

命题 2 .1.1(加法消去律 ） x + y 

x + y 




证 


+ 2 => (- x ) -\- {x + y ) = {- x ) ( x -\- z ) 

=»• (—x + x ) + y = (—x + x)+z => 0 + y = 0 + z y = z , 

用了 ( PI ), 第三个 


X 




其中第二个 


用了 （ P 3), 第四个 


用了 


\ 

> 

I 


( P 2) 


□ 


相似地，我们可以证明： 

命题 2.1.2( 乘法消去律 ） (cc 7 ^ 0) A (xy = xz ) = J > y = z 

我们还可以 证明： 

命题 2.1.3 Ox = 0 = Ox . 


证因 R 至少有两个元素 ， e R( y # 0). 根据分配律，消去律 

和0的性质 ( P 2), 我们有 0 ;r + y:r = (0-\- y)x — yx = 0 -\-yx => Ox = 0, 

x 0 = 0 由交换律得到. 

推论 2.1.1 X 7/ = 0 (x = 0) V (y = 0) 

在命题 2.1.3 中已经证明. 


□ 


由消去律得到. □ 
应该指出，推论 2 . 1.1 是中学里解代数方程的理论根据.例如 


证 


U 
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(x — l)(x — 2) = 0 <=> (x — 1 = 0) V (x — 2 = 0) <=^ (x = 1) V (x = 2) 

推论 2.1.2 0/1. 

证彐 y _ 0，由此 ， ly = y # Q = 0 y . 由消去律，1^0 

常有同学问，0 / 1这个几乎不言自明的结论为什么还要证明？这 
个问题的回答是：我们之所以证明它，是想说明它只是 ( P 1)-( P 9) 的 
逻辑推论.换言之，只要 ( P 1)-( P 9) 成立，它非成立不可. 

命题 2.1.4 -(- x ) 

+ (— x ) = 0 = -{~ x ) + (- x ) => 

这里用了加法消去律. 

命题 2.1.5 (- x)y = — xy . 


□ 


x 




证 


X 


X = 




□ 
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证由以下推导得到 

xy + (- x)y = (x + [— x))y = 0^/ = 0 = xy + (- xy ) {- x)y 

这里#左边的四个等号用了 ( P 9), ( P 3), 命题 2.1.3 及再一次用 
( P 3); 用了加法消去律. 

推论 2.1.3 {-^){-y) = xy . 

证 (- x )(- y ) = - [ x {- y )\ = - [- xy ] = xy . 

上式中的三个等号的根据留给同学自行给出 


-xy 




□ 


□ 


§2.2 实数的大小次序 


四则运算及其基本性质 (P1)-(P9) 是实数域，有理数域及复数域 
(还有其他的域）所共有的.我们要逐渐引进一些其他的概念把实数域 
与其他的域（包括有理数域及复数域）区分开.首先，我们要引进实数 
的大小比较的概念，也即实数域是个有大小次序的域，简称 序域. 换言 
之 : 3 R + c R , 它具有以下 性质： 

(P10) Vx G R((x = 0) V (x G R+) V (-X e R+))， 而且 

R + 及 - a ： e 这三种情形中只能有一种成立； 

( Pll ) \ fx,y e R+ (x + y e R+); 


0 ? x G 


x 




( P 12) G H + (xy G R + ). 

有了具有性质 （ P 10)—( P 12) 的以后，我们可以在 R 中引进 
个顺序关系 


(读做“大于”) 


> 


( 2 . 2 . 1 ) 


x > y x — y E R +- 


通常，我们还引进以下记法 


”和“ < ”(分别读做叫 
于”，“大于或等于”和“小于或等于”)，它们的涵义分 别是： 




< 


( 2 - 2 . 2 ) 


x < y y > x , 


(x > y ) V (x = y ) 4=^ x^y 


(2.2.3) 


及 


(x < y) V (x = y) x 


(2.2.4) 
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由性质 （ P10) — (P12 )， 大小关系还有以下 性质： 

Vx , yeK((x = y ), ( x < y ) 及 { x > y ) 三个命题中有一个也只有一个成立)， 

(2.2.5) 
( 2 . 2 . 6 ) 


(x > y) A(z E R) => x + z > y + z 


及 


(x > y) A(z > 0) xz > yz. 


(2.2.7) 

这三条性质的证明留给同学完成.有了大小关系的这些性质，中学里 
学过的有关大小关系的其他性质便很容易得到了.例如，以下命题 


x > y > 0 => 一 > — 


y 


X 


可以证明 如下： 易见， 


X 


y 


y 


X 


又， 


X 


X 


=1 => x < y 


— < —— < — 


y 


X 


y 


X 


这与假设矛盾.因为中学里学到的知识都可以由此推得，以后我们完 
全可以大胆地利用中学里学过的知识进行推导.顺便指出，我们有 

命题 2.2.1 Vx G R(x 2 ^ 0). 

证若 

的性质 (2.2.7), x 2 > 0. 最后，若 x < 0, 则 0 

而根据推论 2.1.3 及刚才证明的结论 

推论 2.1.2 说， 1 笋 0. 现在，我们进一步有以下结果 

推论 2.2.1 1 > 0. 

证 1 = I 2 > 0. 由推论 1.1.2, 1 > 0, 

应该指出，有理数域 Q 也是序域，即，也有满足 （ P10) — (P12) 的 

Q + (只需让 Q + = R + HQ ). 但复数域非序域. 

在实数域 R 中可以引进绝对值的概念.有理数域 Q ， 作为实数域 
的子域也有绝对值 概念： 


0,结论显然成立.又若 z > 0,则根据上面 


0,则 


2 _ 


X = 


X 


+ {-x) < 0 + (-x ) = 
(— a ;) 2 > 0 


X 




2 




—X 


，X 


□ 
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x , 当 x 彡0时， 
- X ，当 o : < 0时. 


( 2 , 2 . 8 ) 


中学里学过以下的不等式是常用的，它们的证明和中学里学的完 
全一样，这里就不再复 述了： 


x + y\ \x\ + \y 


(2.2,9) 


及 


( 2 . 2 . 10 ) 


\x-y\ ^ |x| - \y\ 


§2.3 实数域的完备性 


四则运算和序及它们的性质 （ P 1) — ( P 12)( 这些都是我们在中学里 
学过的 !） 还不足以把实数域 R 与有理数域 Q 区分开.本节要引进的 
完备性是实数域有，而有理数域所没有的特性.正是这个特性保证了 
微积分中许多重要的极限在实数域中的 存在， 它对于微积分的严格逻 
辑基础的建立是不可缺少的.也正是这个原因，使我们必须把微积分 
建立在实数域上，而不是在有理数域上.这也是我们必须引进实数域 
的理由.为了讨论实数域的这个重要的特性，我们先引进几个重要的 


概念 


定义 2.3.1 设集合^ C R. M eR 称为 A 的一个上界，假若 
Va ： G A(x ^ M). 这时 A 称为上有界的，或称为有上界的. 

€ R 称为 A 的一个下界，假若 
Vx € A(x ^ m ). 这时 A 称为下有界的，或称为有下界的. 

定义 2.3.3 既有上界又有下界的实数集合称为有界集. 

显然， A 有界，当且仅当 3 M G (同学自行补出证 • 


定义 2.3.2 设集合^ C R 


m 


明) 


定义 2.3,4 设集合4 C R . aGR 称为 d 的最小上界，或称上 


确界，假若 a 是 A 的上界，且对于4的任何上界/3,有 ad 集合^ 
的上确界 a 记做 


(2,3,1) 


a — sup 儿 
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定义 2.3.5 设集合 A C R . a G R 称为 A 的最大下界，或称下 


确界，假若 a 是 A 的下界，且对于4的任何下界 (3,有 a 》(3. 集合 A 
的下确界 a 记做 


( 2 . 3 . 2 ) 


a = inf A 


现在我们要引进实数域的最后一个基本性质， 实数域的完备性： 
( P 13) 任何有上界的非空实数集都有在实数域中的上确界. 

这个性质 ( P 13) 把实数域与有理数域区分开了.虽然，任何有上 
界的非空有理数集都有（取值实数的）上确界,但这个上确界不一定是 
有理数.例如，集合 { xeQ : x 2 <2} 是有上界的 （2 就是一个上界，因 
为2/ > 2 ^沪 > 4 > 2.) 但下面的命题告诉我们，它在 Q 中无上确界. 

命题 2.3.1 集合 {x € Q : : c 2 < 2} 在 Q 中无上确界. 

证 假设有理数 p / g 是集合 {x ^ Q : x 2 <2} 的上确界.因 

1 < 2,故 p/g > 1 > 0. 以后不妨假设 

(-沟/( 1 )).中学里已经证明过，对于任何 p,q £ N, ( p/qf / 2. 为了 

方便起见，我们把证明复述如 下：若 ( p/qf = 2,不妨设 p 和 g 无公 
因数，则 p 2 = 2 g 2 . 因此 〆 是偶数.所以 p 必是偶数.设 p = 2/ c , 则 

(2 k ) 2 = 2 g 2 ， 故 2 fc 2 

p 和 g 无公因数的假设矛盾. 

现在回过来 证明： 有理数 p / g 是集合 { xeQ ： x 2 <2 } 的上确界的 

假设将导致逻辑的矛盾.由前一段讨论的结果,共有两种 情形: p 2 / q 2 < 
2 和 p 2 / q 2 > 2. 


G N (因 _ = 


为1 


P^Q 


和以前的推理一样，得到 9 也是偶数.这与 


= q . 


先考虑 p 2 / q 2 < 2的情形.记有理数 


(2- p 2 / q 2 )(2 + 2 p / q )-\ 




显然，有 


(2.3.3) 


0 < r < 2, 


且 


P 


(2.3.4) 


2-^r 


q 


由此，我们有 


p 


p 


p 


—— h r 


q 


Q 


Q 
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2 


(2.3.5) 


= 2 , 


<2 — 


其中不等式是由 (2.3.3) 得到的，而最后一个等式是由 (2.3.4) 得到的 
(2.3.5) p/q 是集合 {xeQ 

再考虑 p 2 / q 2 > 2的情形.令 


<2} 的上确界的假设矛盾. 


2 


X 


2 


P 


q 


(2.3.6) 


-2 


S — 


2夕 


2 


q 


则 


p 


(2,3.7) 


0 < s < —. 


2g 


因而 


P 


(2.3,8) 


-~s>0 




由 （2.3.6)， 有 


2 


2 p p 


(2.3.9) 


2, 


s 一 = 




2 


q q 


故 


2 


2 


2 


2 p 


2p 


P 


P 


P 


2 


2 


一 2 丨 + s 


2 ™h 


一 — s 


— s 一 


2 


2 


(2.3.10) 


q 


Q 


Q 


Q 


q 


= 2 + s 2 > 2 


其中最后一个等式用了（ 2 . 3 . 9 ),而不等式用了 (2.3.7). 注意到（ 2 .3. 8 ), 
p/q -s 是正数 .(2.3.10) 告诉我们，这个正数是集合 {xeQ 
的上界,这又与 p / g 是集合 { x ^ Q : x 2 <2} 的上确界的假设矛盾.口 

下面我们要讨论一个由性质 ( P 13) 导出的简单且有用的 推论： 

定理 2 . 3 . 1(Archimedes 原理）自然数集合 N 是无上界的. 

证若 N 有上界，则 N 有上确界 M. Vn e N(n ^ M), 且 
对于 N 的任何上界 Mi, 有 M 彡 Mi. 因 Vn € N(n + 1 G N), 故 

\fne N(n + 1 ^ M ) => Vn € N(n ^ M - 1). 这就是说 ， M - 1 也是 
N 的上界，故从<尬— 1. 但 M 二 （ M -1) + 1=^ M -1< JW . 这个 

矛盾证明了 Archimedes 原理. 

推论 2.3.1 Ve > 037 V e NVn € N(n ^ N =^ l / n < e ) 


2 


< 2 } 


X 


□ 
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证假设> OVA^ € N3n e N((n ^ N) A (1 /n > e )). 因 
■/V 彡 n，e > 0, 故 V7V e N(1/7V ^ 1/n > e ), 所以 e N(AT < 1/e). 

由此， 1 /e 是 N 的一个上界.这与 Archimedes 原理矛盾. 




1/ e ] + 1以说明 iV 的存在 ([1/ e ] 表示 1 /e 的整数 部分，即最大的不大 
于 1" 的整数).应该指出，实数的整数部分的存在性是由 Archimedes 
原理（和 N 的良序性）保证的 .( 不然,假若 M 是 N 的上界,则 M + 1 

的整数部分 [M + 1] 就不存在了！请同学自行证明：由 Archimedes 原 

理和 N 的良序性得到1 " 的整数部分的存在性现在我们清楚了， 

实数序域的完备性保证了 Archimedes 原理的成立,后者又保证了推论 
2.3.1 的成立.这就是（在中学学极限时就已多次用过的）推论 2.3.1 在 
实数理论中的逻辑位置， 

实数序域的完备性的重要意义在于，它保证了许多极限在实数域 
中的存在性，这使得微积分这个近代科学不可缺少的工具有了可靠的 
逻辑基础.细节将在以后的章节中阐明. 

为了方便，对于无上界的非空实数集五，常用记法 supE 
表示.有时也称的上确界是 oo ( 读做“无穷大 ”：). 同理，对于无下界 
的非空实数集五，常用 记法： inf £： = 

(读做“负无穷大”）.为了方便，我们还做如下约定 

inf 0 = oo . 


来 


有时也称五的下确界是 


oo 




sup 0 


§2-4 


复数域是这样一个集合： C = RxR -{( x , y ) 
这个集合 C 上定义了如下的加法“+”及乘法 


GR ， yeR }， 在 


:X 


LL 


(x,y) + (z : w) = (x + z : y + w); 


(x ， y) ， (z 7 w) = {xz — yw, xw + yz). 

不难看出， {{x,y) G c : y 二是 C 的一个子域(即它是 C 的子 
集，且相对于 C 中的加法，减法，乘法与除法封闭，换言之，任何两个 
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属于这个子集的复数之和，差,积均属于这个子集，当第二个数非零时， 
两数之商也属于这个子集).这个子域在映射 ^((^,0)) = a : 下与实数 
域 R 同构. 换言之，以上映射是这个子域与实数域 R 之间的双射，而 
两个元素的和对应于对应元素之和，两个元素的积对应于对应元素之 


积: 


#((x ， 0)) +<p((y,0)) = p((x ， 0) + (y ， 0 ))， 

W (( 工， o )) • 0)) = #((% 0) • (2/，0)). 

我们常把（: r ，0) 记做实数 z . 习惯上，又把 (0,1) 记做 i . 这样，我 


们有 


(x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + 2 /( 0 , l) = x + iy. 

+ iy 的虚部.它们分别记为 


称为 


+ iy 的实部， y 称为 


Z = X 


— 猊之， y = 


在上述对应下,我们现在引进的复数域和中学里用以下方式来引 
进复数域 C 是完全一 样的： 

C = {z 

其中 i 是一个符号，称为虚单位.在复数域上已经定义的加法与乘法 
用新的记法表述 如下： 


: x eH,y 


(xi + m ) + ( x 2 + iy2 ) = (xi + x 2 ) + i(yi + y 2 )； 


(xi + iyi) - (x 2 + m) = (xix 2 - 2/13/2) + K x iV 2 + x 2 yi) 


中学里的记法在本讲义的以后部分仍然使用.不难证明复数域上的加 
法与乘法也具有实数域上的加法与乘法所具有的九条性质 ( PI )—( P 9). 
因此，复数域上的加法与乘法也具有由这九条性质 ( PI )—( P 9) 所推出 
的其他性质.正因为如此，我们才把复数全体（相对于它的加法与乘 
法）称为复 数域. 应该指出的是，通常的复数之间无大小的比较.换言 
之,复数域非序域. 

中学里还学过复数的三角 表示： 


+ iy = r(cos 汐 + i sin 沒)， 
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其中 r = 0 是满足方程组 

中的一部分.因为多值函数 arc tan 可以加上 7 T 的整 


0 的解.它 


OR 


x 


r cos 


y — r sm 




y 


:是 0 = arctan 二 


数倍，而 0 只能加上 2 tt 的整数倍 

我们常称 r 为 z 的绝对值(或称模)，记做 


z 


T 






0 常称为2的幅角，记做 


e 


argz 




应注意的是， argz 可取所有满足方程组 a : = rcosG 及 y = rsin ^ 的 
0. 因此， argz 是个多值函数，即同 一 个复数 2， 可以有不只 一 个幅角 
arg ^ 的值与之对应.确切地说，若限定模 

三角表示的幅角的值可以相差一个 2 tt 的整数倍，即若 
Vn G Z ( Q ； + 2 wr = arg ^). 应该指出，复数 z = 0 的幅角 argO 可以任意 

取.有时，也称复数^ = 0无幅角.我们还知道，若 


zl > 0,则满足复数 


则 


a = argz, 


r ( cos ^ + i sin 沒)， C = p(cos cj ) + isin < j >), 


z ( = rp [ cos (0 + ( p ) + isirx (0 + 0)] 


换 g 之， 


<1 = MKI ， 


而 


arg(^C) = argz + argC- 

应注意的是左右两端均为多值的，可以有个 2 tt 的整数倍的差异. 

是 n 个复数.利用数学归纳法，我们有 


设 


zi,z 2 , 


，之 n 


ZlZ 2 …之 n | = |之1丨|之2丨… | 之 n |， 


(2.4.1) 


而 


8 Lrg ( z ! Z 2 …之 n ) 


(2.4.2) 


argzi + arg z 2 H - h arg z n 




特别，有 


(2.4.3) 


和 
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(2.4.4) 


arg z n = n arg z 


假若 


(2.4.5) 


2 ； = cos 9 + isin ^ ? 


(2,4.6) 


=cos n 6 + \ sin nO 


71 


Z 


另一方面，利用二项式定理（它在任何域上皆成立)，有 


n 


i J cos n_J 6 sirr 7 9 


n 


Z 


j=0 


/ n 、 

so 

[(n-l)/2] / <n \ 

S ( - 1)fc ( 2fe+1 ) 

注意： M 表示 z 的整数部分，即不大于: r 的最大的整数 

因此，比较（ 2 . 4 . 6 )及 (2.4.7) 的右端后，我们有 
命题 2.4.1 对于任何自然数 n 和任何实数0，有 

[ n , 2 】 / n \ 

s(-<) 


2k 


n—2k 


6 


cos 


sin 




0 sin 2k+1 6 


n— 2 fc~l 


(2.4-7) 


cos 


e sin 2fe e 


n—2k 


(2,4,8) 


cos nO 


cos 




及 


[(n-l)/2] / \ 

S ( - 1)fc ( 2 ； +1 ) 


2fc+l 


71_2/c_ 1 


(2 A 9) 


0 


sin nO = 


sm 


cos 


设 （= p ( cos(f + ism ( p ), 则方程 z n = n 个解 

(f + 2 jn 


(f + 2 jn 


巧 = vfp 


， n - 1， 


+ sm 


cos 


n 


n 


其中 _ 指 p 的正的 n 次根，它是唯一确定的.对于复数 (：的 n 次根 
则有以上 n 个.我们也把它们记做 

^ + 2 j 7 T 


(p + 2j7T 


蜃 


+ sm 


cos 


5 71 — 


n 


n 
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应该记住的是，后者是个多值 函数： 对应于每个 3 e 

函数沢取一个值. 


m 


§2.5 习 


1 . 问： 以下的数的集合中，关于数的加法和数的乘法，哪些是具有性质 
P 1)—( P 9) 的（将 ( PI )—( P 9) 的表述中的集合 R 换成对应的集合后）集合？ 

(出） Q ; 

2. 设 S = {0,1}，在 S 上分别定义的加法与乘法如下表所示 


( iv ) C . 


( ii ) Z ; 


( i ) N ; 


0 


0 


x 


0 0 0 


0 0 


0 


0 


1 


S 相对于如上定义的加法与乘法具有性质 （ P 1) — ( P 9) 吗？ 

e 问： S 相对于实数的加法与乘法 


3. 设夕={工 = ”i + T 2 y /2 : 

具有性质 （ P 1) — ( P 9) 吗？ 

4. {a 


n , r 2 


G N } 和 : n e N } 是两个 数列. 假设它们满足以下三个条 


n 


件 


( b ) Vn e N (6 n ^ 6 n + i ); 


( a ) Vn G N ( a n ^ a n + i ); 

(c) Vn € N ( a n < 6 n )* 

试证 ： （ i ) sup a n 存在且 有限； （ ii ) inf fen 存在且有限； 

n^N 成 N 

(iii) sup a n < inf nG N b n ; (iv) f ] [ a n , b n ] = [sup a n ， inf b n ] / 0 

nGN 


nEN 


n6N 


n€N 


注 1 条件 （ a ), (b) 和⑷是和以下的关系式等价的： [ a n , b n ] / 0 ， 且 


D [ci2 ， f>2] D … 3 [a n ,bn] D 


■ _ * 


■ 


满足以上条件时 ，（ 闭）区间族 {[ a ny b n ] : n € N } 称为（闭）区间套 • 

注 2 最后一个论断 （ iv ) 称为 区间套定理， 它属于德国数学家 Cantor . 他 
是近代集合论的奠基人之 一. 

5.设 D 是个由实数组成的可数集： 


D — {fti，* … ， (Xn ， … C R ^， 


又给定了一个区间 [ c ? d ], 试证 
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(0 给定了一个实数 r e R 及一个闭区间 [kJl k<u 一定有一个闭区间 
b ， 九 ]，9 < h , 使得 r 赛 [5, / i ] C [ A : J ]; 

( ii ) 有闭区间 [ ci , di ] C [ c ， d]，ci < di , 使得 oa 交 [ ci , di ]; 

( iii ) 若已有 n 个闭区间 {[ cj . dj ] : Cj < djj — 1, - 


}， 使得 


n 


_ p 


[ ci . di ] D [ c 23 d 2 ] 〕… D [ c ni d n ] 且 ％ 癸 [ cj . dj ] {j = 1，…， n )， 


则有闭区间 [c n +l f dn + l ] ? Cn + 1 < dn+l ， 使得 


Cn ； dri\ Z) C72+i ，（ in+l ， -B- Cln- {- 1 ^ Cn+l ， dn+l ; 


(iv) ^ f] [Cn, dn] J (1 D = 0 ； 

(V) 闭区间 [ c , d ] 中至少有一个数: r 不属于集合 _D = {ai,- 
( vi ) 闭区间 [ c , d ] 不可数 i 

注这是由实数集 R 的公理 ( P 1)-( P 13) 出发得到实数集 R 非可数的证 
明.它是通过区间套定理得到的. 

6 ■设 [ a , 6] 是个有界闭区间，{/« : a € J } 是一族开区间，其中 J 是指标 
集，可能有限也可能无限.今设 


} 


•，: 知 ,… 


a ， 6 ] C U 


aeJ 


即闭区间 [ a , 6] 被开区间族 {/a ： a e J } 所覆盖.记 


K = {x e [ a , t >] : [^:^可被开区间族彳匕：^:^ J } 中某有限子族所覆盖 


试证 


( i ) ( ii ) K 有上界，因而有上确界，我们记 M = sup K ; ( iii ) M G 

[ a . b ]; ( iv ) Ve > 0 { M-e € K ); ( v ) 有 e > 0 及 a e J ， 使得 [ M - e . M ] C / a ； 

( vi ) 若 M < fe ， 则有 5 > 0 , 使得 M 十 6 e 因而 M = b ; ( vii ) beK , 即闭 

区间 [ a , b ] 可被开区间族 {/« : a e J } 中某有限子族所覆盖； （ viii ) 试用 （ vii ) 

的结论证明 Archimedes 原理； ( ix ) 试用 ( vii ) 的结论证明 Cantor 的 E 间套 
定理（参看题 4( iv )). 

(( viii ) 的提 示：若 N 有上界贝 lj 


U ( 


[1， M]C 


x ， 工 + 二 • 


x — 


3 


3 


X 
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因区间 （x - 1/3, x + 1/3) 的长度= 2/3 < 1，故每个 E 间 （x - 1/3, x + 1/3) 

最多只含有一个自然数 .（ ix ) 的提示：闭区间套如题4后的注1所示，把 X = 
[ai - l ,6 i + l ) 作为空间， Cantor 的区间套定理中的所有闭区间都是叉的子 
集.这些闭区间在 X 中的余集是两个开区间 之并： 

[a n ， b n ] c = (ai — 1, a n ) U (& n , bi + 1)- 

=X D [ ai ,6 i ]. 利用 （ vii ) 的结论将导致矛 


若 fl [ dn ， bn ] = 0，则 U [ a n,b n ] 

n = l n=l 


盾‘) 


注以上的结论 （ vii ) 称为有限覆盖定理，德国数学家 Heine 在德国数学 
家 Cantor 和 Weierstrass 的工作启发下证明了闭区间上连续函数的一致连续 

性.它的方法稍作修改便可得到有限覆盖定理.稍后，法国数学家 Borel 独立地 
得到了上述形式的有限覆盖定理 （ vii )， 但只对可数个开区间组成的开区间族覆 
盖一个闭区间的情形说的.法国数学家 Lebesgue 得到了一般形式的有限覆盖 

定理 ( vii ). 很多书上称它为 Heine-Borel 有限覆盖 定理，本讲义也将沿用这 

个称呼. 


7. ⑴设 [ a , ft ] C U ( cj , dj ), 其中 n e N，a < b，Cj < dj,l ^ j ^ n . 试证 




b — a < 


(提示：对 n 作归纳法 

( ii ) 设 [ a ，&] 是个有界闭区间彳 


eJ ] 是个开区间族， J 是它的指标集. 


: a 


今设 


[ a , 6] C [J /«. 


aeJ 


■试证 




b — a < sup 

有限集 


其中 |/«| 表示区间忍的长度. 

(提 示： 利用 （ i ) 及 

( iii ) 设乃 是个可 数集， 则对于任何0 0,有可数个开区间 J n ，n = 1, 2, . _ . ， 


有限覆盖定理 .) 


Heine-Borel 


使得 


U , n ， 




且 


D C 


<乙 


( iv ) 闭区间 [ a ， b ] (其中 a < b ) 非可数集 
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注这是由实数集 R 的公理 ( PI )—( P 13) 出发得到实数集 R 非可数的又 
— 证明.它是通过 Heine - Borel 有限覆盖定理得到的. 

8. 设 [ a ,6] 是个有界闭 区间； : aG J } 是有限个开区间组成 
的开区间族，其中 J 是指标组成的有限集.今设 

[0,6] C 1 J / a , 

Of € 

即闭区间 [a,b] 被开 S 间组成的有限族 {/a ： a e J} 所覆盖. 试证： 

( i ) 记 S = {k a ,l a : a € 7} (有可能这个集合中有相等的点，凡是相等的 

点都看成是同 一 个点)，入= rain{|n — v \ : u G S^v G S,u ^ v } > 0, 则对 

于任何 e [ a ,6], 只要 0 < y — a : < A , 在闭 K 间[: c ， y ] 中最多只有集合 
{fca Ja : a e J } 的 一 个点； 

( ii ) 若闭区间 [ x , y ] C [ a , b ] 中无集合{匕上 : a G J } 的点，则任何盖住 
的开区间 ( k a , l a ) 必盖住2/; 

( iii ) 若闭区间 [ x , y ] C [a, 6] 中只有集合 { k a , l Q : a e J } 的 一 个点九，则盖 
住九的开区间 ( k a , l a ) 必盖住 [ x , j /]; 

( iv ) 对于 （ i ) 中的正数； V ,我 们有： 任何 e [ a , 6], 只要 |x - y | < A , {g 
有某个开区间 ( fc a , la) 盖住 [ X , y ). 

9 . 设 [ a , 6] 是个有界闭区间； {7 a 二 ( k a , l a ) : a € J } 是一个由开区间组成 
的开区间族，其中 J 是指标集，可能有限也可能无限.今设 

[ a ? 6 ]C |J Ian 


X 


即闭区间 [ a , 6] 被开区间族 {/. ： a G J } 所覆盖， 试证： 有一个正数卓对于任 
何€ [ a , b ], 只要 | a ; — < A , 便有某个开区间 [ k a , la ) 盖住; r 及 

注具有结论中所述性质的正数称为覆盖闭区间 [ a , 6] 的开区:间族 {ia : 

a e 乃的 Lebesgue 数. 本题证 明了， 任何覆盖闭区间 [ a , b ] 的开区间族 
{/« : a ： G */} 的 Lebesgue 数的存在. 

(提示：利用题 6( vii ) 和题 8( iv ).) 

10. 设 E C R，Z e R 称为五 的一个聚点(也称极限点)，若 

Vs > o (£? n (/ — 6 ^ I - e ) 是无限集) • 


y 


试证 


⑴ z e R 是五的一个聚点，当且仅当 


Ve> 0((£；\{/}) n (/ — £， / + £) /0 )； 


§2.5 


53 


( ii ) Z e R 非五 的聚点，当且仅当 


>0(^ n ( i -£ ? /+ e ) 是有限 集)； 

( iii ) 设五是 R 中的有界无限集，则 £； 必有 聚点； 

(提 示： 设 E C [ a , 6], 若£；无聚点，则 

Vx e [ a , b ] 3 e x > 0 (E n{x - e x ,x + g ) 是有限集) 


有有限个 [ a 5 6] 中的点 


使得 


xi ， 


,^71 3 




[ a ，6] C |J (xj 


一 £ 


X 3 


因为 


[ a , b ] C IJ 五门 （A 


E = En 


一 


故 E 是有限集 .） 

注 ( iii ) 常被称为 Bolzano-Weierstrass 聚点存在定理. 读者也可试着 
用 Cantor 的区间套定理去证明它. 

( iv ) 利用 BolzanoWeierstrass 聚点存在定理 证明： Z 既无上界，又无 下界; 

( v ) 对于一切 a , 6 € R ? a < b , 必有 m , n e Z 使得 m < a < b < n ; 

( vi ) 对于一切 a , b G R，a < b 和 e > 0,必有 TV G N 使得 （n - m)/N < e , 

是小题 （ v ) 中的 m，n € Z ; 

(提示：利用 Archimedes 原理的推论 2.3*1.) 

( vii ) 对于一切 a,b eK,a < b } 我们有以下 结论： 

Vx G [ a , b ] ( x 是 Q fl [ a ，6] 的聚点). 

注 1 结论 （ vii ) 也常被叙 述为 ： Q n [ a , 6] 在 [ a , i >] 中稠密 • 

注 2 结论 （ vii ) 也可通过本节题 36 来证明. 

11 .设 {X n } 是个实数 序列， Z € R 称为 {X n } 的一个聚点(也称极限点)， 若 

Ve > 0 ({n GN : x n G + e )} 是无限集)- 


其中 


试证 


⑴ z e R 非 { x n } 的聚点，当且仅当 

> 0 ({n £N : x n €( l -£, l -^ 0} 是有限 集); 
( ii ) 设 { a ^} 是 R 中的有界序列，则 { x n } 必有聚点. 
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(提 示： 模仿题 10( iii ) 的证法 •） 

注 （ ii ) 称为 Bolzano-Weierstrass 关于有界序列的聚点存在定理. 
12. 设 C C，Z G C 称为五 的一 个聚点 （也称极 限点) ，若 


Ve > 0 (E D{z & C : \z - l \ < e } 是无限集) 


试证 


( i ) Z € C 是五 的一个聚点，当且仅当 


Ve> 0{{ E \ {/}) n{^ec ： |^-/| <4^0); 


( ii ) z e C 非 £7 的聚点，当且仅当 


3 e >0( En { zeC ：\ z - l \< e } 是有限 集); 


( iii ) / = a + i 6 eC 是五的一个聚点，当且仅当 


Ve > 0 (E D{z = x + iy e C : \x - a \ < e,\y - b \ < £：} 是无限集); 


( iv ) Z = a + i 6 eC 是五 的一个聚点，当且仅当 


Vs > 0(£；n ({^ 


-\-iy eC : \ x - a \ < e ,\ y - b \ < e }\ {/}) / 0); 


=X 


+ ibec ms 的聚点，当且仅当 


( v )/ 


a 




3 e > 0 (E n {z 


+ iy G C : \x - a \ < e，|y - 6丨 < e } 是有限 集); 


=X 


( vi ) 设五是 C 中的有界无限集，则集合 


A = {x € R :彐 y € R(x + iy 6 五)}和 F = {y G R :彐 ; r G H(x + iy G £?)} 

都是有界集，且至少有一个是无 限集； 

( vii ) 假设 （ Vi ) 中的4是无限集，则 A 的可数个（互不相同的）元素组成的 
序列 { x n } 有极限点 aeR ; 

(viii) m (vii) 中的记号，序列 { x n } 有子列 { x nk }, 使得 ㈨ < 1/fc, fc = 


1 


( ix ) 对于每个 fc e N , 选一个 G R ， 使得 

极限点且 a + 是五的极限点.因此， C 中的有界无 限集五 必有聚点 

注 （ ix ) 称为 


+ iyk eE , 则序列 { y k } 有 


X 


n fc 


关于平面有界集的聚点存在定理. 


Bolzano-Weierstrass 


§2.5 习題 


13. ( i ) 设 {Qn : n € N } 是复平面上一个四边与实轴或虚轴平行的开长方 

形（即不带四条边的长方形）序列，它覆盖了一个四边与实轴或虚轴平行的闭长 

方形 Q (即带四条边的长方形)，则必有 m € N ， 使得 


Qc\jQj 


(提 示： 若不然，选： e Q \ ! Qi ,则序列 M 有极限点 l € Q . 

被某个盖住.由此推出矛盾 .） 

( ii ) 问：若闭长方形0换成闭圆或闭椭圆，照旧，结论还对吗？ 

( iii ) 又问： 若闭长方形 Q 换成闭圆，换成开圆，结论还对吗？ 

I 4 .设 {Q 

它覆盖了一个四边与实轴或虚轴平行的闭长方形豆，则必有 A 的一个可数子集 

}，使得 


€^1} 是复平面上一族四边与实轴或虚轴平行的开长方形， 


a 


{ofi， ■- - 


j j 


■ ■ 


Qc\jQj 


(提 示： 对于任何点 xeQ , 必有 Q a ^nxe Q a , 总有一个四条边的延长 
线及与之垂直的实轴或虚轴的交点的坐标是有理数的长方形 K.mnxeKc 
Q a . 这样的长方形尺最多可数个 .） 

15. 设 { Q a : a € 是复平面上一族四边与实轴或虚轴平行的开长方 

形，它覆盖了一个四边与实轴或虚轴平行的闭长方形 g ， 则必有 a 的有限子集 

， a m } ，使得 „ 


{ OC 1 , 


Qc |J Qcj * 

注这是平 面上的 Heine-Borel 有限覆盖定理. 

16. 设 {& : a € A } 是复平面上一族开圆（即不带圆周的圆)，它覆盖了一 
个闭圆及(即带圆周的圆)，则必有>1的有限子集，…使得 


| J ^,- 


注这也是复平面上的 Heine - Borel 有限覆盖定理的一种形式.证明主要 
依赖于题 13( iii ). 

17. 设闭区间 [ a ， fc ] = AUS ， 其中（1<&且4/0/5.试证：有 ; r G [〜&]， 


使得 


Ve > 0(A C\ (x — €,x e) # 0 / S H (x _ £：， x + e)). 
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(提示： 若 b € B ， 令 x = sup A ). 

注本题的结论称为闭区间 [ a , 61的连通性. 

18. 给定 aeC 及 设 { zGC : \z — a \ ^ k } = AUJ 3, 且 A # 0 # B . 

试证： 有 a ： G {之 G C : |之 一 a | < fc }， 使得 


Ve > 0(.A n G C : |z — x \ <C ^ 0 ^ B O G c : I 之 一 x| <c . 


(提 示： 选 aeA 和 & 在 ( X ，6 之间拉一个直线段，在这个直线段上用 
题 1.7 的结论 .） 

注本题的结论称为闭圆盘切€0? : |2：-^|<&}的连通性. 

19. 复数全体 C 相对于它上面的加法与乘法是具有性质 （ P 1) — ( P 9) 的. 
故 C 相对于它上面的加法与乘法构成一个域，称为复数域. 试证： 无论你在复数 
域上如何定义 C + ， 都不可能具有性质 （ P 10)—( P 12)( 当然，应把 ( P 10)—( P 12) 
中的 R + 换成 C +). 

(提 示： 若有一个具有性质 （ P 10)—( P 12) 的 C + ， 则命题 2.2.1 成立： Vz G 

C ( z 2 > 0). 试找一个复数与这个结论矛盾 .） 

20. 证明以下的 Bernoulli 不等式：对于任何自然数 n > 1和满足0 / a > 

1的数 a ， 有 




(l + a) n > 1 + 


na . 


(提 示： 用数学归纳法证明 

21. 证明以下的不 等式： 对于任何自然数71 > 2和正数 a > 0,有 


2 


a 


(1 + a) n 彡 1 + na + n{n — 1) —* 


2 


(提 示：用 Newton 二项式定理证明 .) 

22. 设0 < a < 6, 1 < A : G N . 试证： 


k 


k 


+ fc(b - a)& fc 一 1 . 


&" < a 


(提 示： 利用恒等式 P - 

23. 集合 G C R 称为开集，假若 Vx e G 3 e > 0 ((x - + e ) = {y G R : 

y — x | < C G ?). 试证： 

⑴ 0 是开集，: R 是开集； 

( ii ) Va E J ( G Q 是开集 ）4 U 开集； （注意 •• 指标集 •/ 可能有限，也 

可能无限 


= (6 — a )( b h ~ l + b k ~ 2 a + ... + ba k - 2 + a ^ 1 ).) 


k 


a 


ae J 
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( iii ) Vfc e {1, 2, * n}(a 是开集 ）# p | Gfc 是开集. 

24. 试证 

( i ) 开匡间是 （ R 的）开集，因而任意多个（有限多个或无限多个）开区间之 
并是 开集； 

( ii ) ( R 的）任何开集 G 都是一些（可能有限多个，也可能无限多个）两两 
不相交的开区间之并. 

(提示：设 : r € G ， 令 a = sup ( G c H (一 oo ， x ]) 和 6 = inf ( G c n [: c ， oo )) ‘(注 

，也可能6 = oo _) 试证 ：； r € ( a , b ) C G , 且若 : c G ( c ， d ) C G ， 


意： 可能 

必有 ( c , d ) C ( a , b ).) 

25. 集合 F C R 称为闭集， 假若尸 G 是开集.试证 

( i ) 0是闭集， R 是 闭集； 

( ii ) Va G J (凡是闭集） 


fl K 是闭集；（注意：指标集 J 可能有限，也 




OtSJ 


可能无限 .） 

( iii ) V/c E {1, 2, …， ? i}(_Ffc 是闭集 ） =» (J Gfc 是闭集. 

(提示：利用题 2 3及 de Morgan 对偶原理 .） 

26. 试证： 集合 FCR 是闭集，当且仅当 Fc R 的任何极限点都在 F C R 
中.因而，任何闭区间是闭集. 

注极限点的定义参看题 10. 

27. 设集合 FcR 是闭集，又设集合 GCR 是开集. 试证： 

( i ) 集合 F \ G 是 闭集； 

( ii ) 集合 G \ F 是开集. 

28. 设集合 FCR 是闭集， { G Q C R 
是闭区间，且设 FC 试证： 

⑴若 J C U 仏，则有有限指标子集為 C J ， 使得了 C U 仏； 


€ J } 是一族开集，/ = [ a , b ] C R 


: a 




ctEJo 


(提 示： 由题 24( ii ), 任何开集都是一族开区间之并.再用题 6( vii )， 即 Heine - 

Borel 有限覆盖定理 .） 

( ii ) 若 F C U Oa , 则有有限指标子集 Jo C </，使得 FC U 


otGJ 


cx^Jq 


(提 示： 设 A = (a - 1，6 + 1)，则 h\F 是开集，且 J C ( UG a ) U (A \ F ). 

再利用⑴的结论 .） 0 

注 （ ii ) 是题 6( vii ) 的有限覆盖定理的推广 形式： R 中的有界闭集被开集 
族覆盖必有有限子覆盖.它也称为 Heine - Borel 有限覆盖定理 
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G J} 是一族闭集， I = [a,b] C R 是闭区间，又 
^ Va € J ( F a C /)，且门凡= 0. 试证： 有有限指标子集 J 0 C J , 使得 

n = 0 

(提 示： 这是题 28( ii ) 的 Heine-Borel 有限覆盖定理的对偶形式 
注它是题 4( iv ) 中的 Cantor 区间套定理的推广形式. 

30. 设五 C R . 集合五的闭包亙定义为 


29. 设{凡 C R 


a 


oteJ 


OiGJo 


n f . 


E = 


F 是 R 中的闭集 


试证 


( i ) E 是闭集，且对任何闭集 FZ) E ， 必有 FDE; 

( ii ) Ei U £*2—^1 U E /2 ； 

( iii ) E 是闭集，当且仅当 E = E ; 

( iv ) E=E. 

31. 集合 Gc C 称为开集 ，假若 Vx e G3e > 0({z e C : |^-^| < e} C G ). 


试证 


( i ) 0 是开集， C 是开集； 

( ii ) Va e J ( G a 是开集 ）4 U 仏是 开集； （注 意： 指标集 J 可能有限，也 


<xeJ 


可能无限 

( iii ) V/c e {1，2,， . • ， n }( G fc 是开集 ） 4 A (^是开集. 

32. 试证： 

⑴开圆盘 {z e C : \z - x\ < 6} 是开集，其中 re 是给定的复数，而 e 是给 
定的正数； 

( ii ) 开长方形 {z 

k u k 2l hM 是四个给定的实数，而且幻< k 2 ，h <l 2 . 


k= 1 


< k 2 Jx <b<l 2 } 是开集，其中 


a + i6 G C : fci < a 




33. 集合 F C C 称为闭集，假若是开集，试证 

( i ) 0是闭集， C 是闭集； 

( ii ) Va € </(& 是闭集） 


H &是闭集；（注 意： 指标集 J 可能有限，也 




可能无限 .） 

( iii ) Vfc e {1，2, •…， n }( F fc 是闭集 ） C | 凡是闭集. 
34. 试证 


1 
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⑴闭圆盘 { zeC ：\ z ^ x \^ e } 是 闭集， 其中: r 是给定的复数 ，而 5 是给 
定的正数； 

( ii ) 闭长方形 {z 


-h ib e C ： k x ^ a ^ k 2 Ji ^ b ^ 1 2 } 是闭集，其中， 
fcl , A ：2, / l , I2 是四个给定的实数，而且 fcl < < I2 . 


a 




35. 试把题26, 27, 28, 29 和 30 中的关于 R 中开集与闭集的结论搬到 C 
中的开集与闭集上来. 

36. 试证： （ i ) 对于任何 aGR \ Q 和任何 n e N ， 必有 fc , m G N , 使得 


k ^ n y 


< 


a 






kn 


k 


(提 示： 在一个半径为 1/27 T 的圆周（它的周长 =1) 上，任选一起点0,从 
O 出发，沿逆时针方向把弧长为 I ， 2 ,…， n ) 的点（共 n 个）洒在半径为 
1/2 tt 的圆周上.在这周长为1的圆周上的 n 个点中至少有两点，它们之间的弧 

长小于或等于 1/ n . 假若已知 tt 是无理数（这点将来给予证明)，则 可证： 它们 
之间的弧长小于 l / n .) 

( ii ) 对于任何 aeH \ Q , 有无限多个形如 m / n 的有理数，使得 


€ — 


a 




特别，我们得到以下 结论： （参看题 10( iv ))， 任何 R 都是 Q 的聚点_这个 
性质也常 称为： Q 在 R 中稠密.（提 示： 利用⑴.） 
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为了引进整数环 Z ， 我们先在自然数集与自身的笛卡儿积 N x N 上引进一 


个关系 


V ( m , n )， (mi ? m) GN x N ((( m , n) ~ ( mi , m )) (m + 


mi + n )). 

( 2 . 6 . 1 ) 


m 


_ 


不难 证明： 如上引进的〜是个等价关系（同学自行补证). 

定义 2.6.1 整数集 Z 定义为自然数集与自身的笛卡儿积 N x N 相对于 
(2.6.1) 的等价关系〜的等价类全体（换言之，每个等价类就是一个整数，每个 
整数就是一个等价类).若以 [ m , n ] 表示含有元素 ( m , n ) 的等价类，整数集 Z 
上定义加法“+”和乘法“ •”如下： 
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[ m ， n ] + [ mi , rii ] = [m + mi , n + ni ]; 


[ m , n ] - [ mi , ni ] — [mmi + nn \ , mni 十 min ] 


命题 2.6.1 整数集 Z 上的加法“+”和乘法“ •” 与等价类中的代表 （ m ， n ) 
与的选择无关 • 

证下面只证明：乘法 


与等价类中的代表 （ m ， n ) 与 （ mi ， ni ) 的选择 
无关.设 （ m , n ) 和 （ m 2， n 2) 等价，和 { jnz ^ nz ) 等价.设 m < m 2 和 

则有 A : £ N 和 ； e N ， 使得 
+ fc 和 ni = n 3 + L 我们有 


U V 


■ 


m 3 + 因而有 


+ A : 和 


m 


mi 


7712 






mmi 十 nni = (mms + rm3 ) + (ml + n /), 


mni + min = (mns + m3n ) + (ml + n /), 


rn2rri3 + ri2ns = (mm 3 + nns ) + (kns + krri 3 ) } 


m 2 ri 3 + 7713712 = (mn 3 + m 3 n) + (kns + &_)• 


由此 ， (mmi + nni.mni + min ) 和 ( m 2 m 3 + n 2 n 3 ,mans + 爪3叱)等价 _ 而对 
于 (])m < m2 且 mi < m3 , (2) m > m2 且 mi > m3 以及 ⑶ m > 


且 


的三种情形留给同学自行补证.当 
时，证明更为简单，也留给同学了. 

加法和等价类中的代表 （ m ， n ) 与的选择无关的证明留给同学了 


或 mi = 


有一个成立 


□ 


如上定义的 Z 相对于如上定义的加法和乘法构成一个环.所谓环是指一个 
非空集合，它上面有两个运算，常称为加法与乘法，加法与乘法分别满足各自的 
交换律和结合律，加法与乘法又满足分配律，加法还有逆运算，但乘法没有要求 
有逆运算.同学自行 补证： Z 相对于如上定义的加法与乘法的确是个环.这个环 
称为整 数环 . 

通常，我们把 [n + 1,1] 记做 n ，[1,1] 记做0, [ l , n + l ] 记做 — n . 可以 证明: 
任何整数 [ m , n ] 均可表示成以上三种形式之一（同学自行补证).这样，我们便 
得到中学中已经熟悉的整数的表示形式了. 

以上通过 NxN 的一个等价关系得到的等价类定义为整数，这多少有点和 
中学学到的不一样，似乎抽象了一些.我们也可以用以下方法定义整数，它与我 
们熟悉的整数更接近，但有点繁琐. 
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定义 2.6,2 整数全体 Z 定义为 


= {0 ? n , 


€ N }. 


—n : n 


上的加法“+”和乘法“ •” 分别定义如下 


若 n , m 6 N ， 

若 rn = 0， 

若 n = 0, 

若 n € N，m = — fc，fc G N , 且 n > fc ， 

若 n € N , m = 

( A : — n ), 若 n G N，m 

若 meN，n = —/ c ， fceN , 且 m > Jfe , 

若 m € N ? n = 

m G N , n 

— fc , m 


n + m ， 


n ， 


m, 


n — A :, 


0 


- n , 

k，k e N , 且 n < fc ， 


n + m = 








m — fc ， 


◦， 


—m, 


—( Ar - m )， 若 
一 ( A : + Z )， 若 


fc，fc e N ， 且 m < kj 






— I ， fc ， Z G N; 


n = 




若 n , m G N , 

若 m = 0， 

若 n = 0， 

. k ， 若 n € N，m = — k , fc € N , 

- fc ， 若 m G N，n = — fc ， k e N , 

k • I ， 若 n = — fc , m = — fc，Z € N . 

现在我们有了两个整数环 z 的定义.这两个方法定义的整数环 Z 在代数结 
构上是完全一样的，即两个集合之间可以建立一个双射，而且，这个双射保持加 
法与乘法（的结果）不变.代数上称这个双射为同构 映射 . 若两个代数结构（如 
群，环，域等）之间能建立同构映射，便称它们为同构的.同构的代数结构在代 
数上（即只从它们的元素的代数运算来看）被认为是同一个东西，无须加以区别. 
应该指出的是，定义 2.6.2 定义整数环的途径正和我们在小学和中学中所熟悉的 
整数定义一样，但定义 2.6.1 定义整数的方法更容易被推广去处理其他的情形. 
所以数学上更愿意采用定义 2.6.1. 数学的研究对象不断扩大，那种只适用于特 
殊的研究对象的方法将被适用于更广泛的研究对象的方法替代.而后者常常更 

抽象些.这就是数学不得不越来越抽象的原因.数学史（也许整个科学史）反复 
证明了这个颠扑不破的规律. 


n • m ， 


0, 


n * m = 


—n 


—m 
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整数环 Z 上可以引进序关系 < 如下： 

定义 2.6.3 [ m , n ] < [ mi , m ] m + m < mi 十 n . 又可以定义任何整数 

[ n ， m ] 的负数如下：— [ n ， m ] = [ m , n ]. 有了负数概念,便可引进减法： [ mi , ni ] — 

[m, n] = [mi, rti] + (— [m ， n])_ 

易见： [m ， n] < [mi ， m] [mi, ni] - [m, n] G Z +) 其中 Z + = {[n + 1,1] : 

n € N }. 不难证明（同学自行补 证)： Z 具有性质 ( P 10)—( P 12), 故整数环 Z 是 
个序环. 


下面我们将在整数环 Z 的基础上构筑有理数域 Q 
先在集合 {( m , n ) e 


/0}上引进一个等价关系 


: n 


( m , n ) 〜 ( mi , ni ) mni 


min. 




不难证明，〜是个等价关系. 

定义 2.6.4 有理数域 Q 定义为集合 G Z 


#0} 相对于等 

价 关系〜 的等价类的全体.每个等价类便是一个有理数.含有元素 ( m ? n ) 的等 


价类记做 { m ， n }. 有理数域 Q 上的加法与乘法定义如下 


{ m , n } + { mi — {mni + min , nni }; 


{ m ， n } • { mi y ni } = { mmi , nni } 


不难证明（同学自行补 证)： Q 相对于如上定义的加法与乘法构成个域，即 
具有性质 ( PI )—( P 9). 

易见， { m ， n } = {- m ， - n }. 故每个有理数可以表示成 { m ， n }， 其中 n > 0. 
定义 2.6.5 Q + = {{ m s n } G Q : 

不难证明（同学自行补证 )： 6+具有性质 （ P 10)—( P 12) •故 Q 是个序域, 

通常， { m ， n } 表示成二或 m / n . 这样，我们便得到中学中已经熟悉的有 
理数表示形式了. n 


> 0 } 
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在有理数域 Q 的基础上，实数域 R 构筑如下 

定义 2.7.1 ^ 


Q = A U 


(2.7-1) 
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其中 




(2.7.2) 


且 


Vfl e A^be B(a < b ). 

满足 (2.7.1)—(2.7.3) 的集合对 ( A , B ) 称为 Q 的一个分割. 

易见，由（ 2 .7.3),分割中的 A 和 B 满足 关系 ： A n B = 0. 

在 Q 的全体分割 {{A,B) : A 和丑满足条件( 2 .7.1)，（ 2 . 7 . 2 )和( 2 .7. 3 )}构成 
的集合上引进一个等价关系 


(2,7.3) 


r\j 


( A , B )^ ( Ai,BO (( AXA^U (义 \ 4) 最多只有一个元素) ■ 

易见，〜是个等价关系（同学自己补证).相对于〜，全体分割分解成许多等价 
类.每个等价类称为一个 Dedekind 分割.含有分割的 Dedekind 分割 
记做 [ A , BJ . 

每个 Dedekind 分割称为一个实数.全体 Dedekind 分割记做 R. R 上的 

加法按以下方式 定义： 


B ] + [ AuB !] = [A + A u {A + A ^)% 


其中 


乂 + 乂1 = {a + 


6 乂， ai G v4i} 


乘法定义 如下： 

若匁和中都有正有理数，贝 ij 




其中 


B Bi = {xy : x e B,y & 5i}; 


若 a 中有正数，中却没有，则 

[A, B) - [A U B^] = [B^A U {B- Ai) c ]; 

若 Ai 中有正数， A 中却没有，则 


若 A 和中都无正有理数，贝 IJ 
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[A, B] - [乂 = [(A ， A) C ，A • >li]. 

不难证明 ：（1) 如上定义的加法与乘法与等价类中代表的选择 无关; （2) 在 R 上可 
以引进负数的 概念： ~[A,B] = [—5，— A ]. 有了负数，便有 减法： [C,D\-[A,B ] = 
[ C , D] + (-[>1,5]); (3) R 相对于如上定义的加法与乘法构成一个域，即具有性 
质 （ PI )—( P 9)( 同学自行补证). 

在 R 上可以引进序关系 < 如下： 

[A, B] < [^i ? J5i] (^i D 且 \ 4 至少含有两个元素). 

换 言之， 令 R + = {[A ， B ] : AnQ + /0}, TfU 


[A,B] < [A u Bi] ^ [Ai,5i] - [A,B] G R+ 


不难证明 ：（1) 如上定义的序关系与等价类中代表的选择 无关； （2) R 相对 
于如上的序关系满足 （ P 10) — ( P 12)( 同学自行补证)，即 R 是序域. 

今 证明： 

定理 2.7.1 R 具有性质 （ P 1) — ( P 13)， 即 R 是完备的序域. 

证性质 ( PI )—( P 12) 的成立已如上述.今证 ( P 13) 如下： 

设 {[A a ,B a ] : a€J} 是一个有上界的非空实数集.有上界意味着有一个 

Dedekind 分割 [ C , D ]^ 使得 


Va G J ( A a C C ). 


令 


U 1 ， 


E = 


则 ( E , E C ) 是个分割.不难证明（同学自行补证)， Dedekind 分割 [ E , E c ] 是 
{[ A ^. Ba ] ： aeJ } 的上确界. 


□ 


进一步阅读的参考文献 


本章的目的只是为了介绍分析中常用到的实数与复数的知识.关于这类内 
容，读者可以参考以下关于分析 的书： 

[1] 的第一章第5, 7, 8, 9, 10, 11节介绍数的概念.从自然数出发，到有 
理数，实数和复数.讨论在逻辑上是严格的.同时还介绍了群、环和域的概念. 
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[6] 的第一章第2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9节介绍数的一般概念，略微讨论了一 

些超越数的知识. 

[11] 的绪论中讨论了 Dedekind 的实数理论， 

[131 的第一卷第一章第3, 4, 5节介绍了实数理论 • 

[14] 的第一章第 
纳法的介绍. 

[21] 的第一章第2节简略地介绍实数理论. 

[23] 的第二章第1，2, 3节介绍实数理论. 


，6, 7, 8节介绍实数理论，也包括了整数及归 
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第 3 章极 


§3.1 序列的极限 


本节中讨论的序列主要是实数列，即 N — R 的一个映射 p 在适 
当的时候，我们会指出，把实数列换成复数列时,所作的讨论将做怎样 
的修改后也能通过.数学上常形象地把这个称为序列的映射的像按自 
变量（即自然数）的大小顺序排成一行以表示该 序列： 


ai, a2, 


其中= « 序列简记做或 { a n }, 有时也记做 （ a n ) 

定义 3.1.1 实数列 


(3.1.1) 


ai, a 2 , 


称为当 


时趋于（或收敛于）极限 a € R ， 假若 


Ve > Q3N G NVn ^ N{a n G (a — £：， a + e)). 


(3.1,2) 


这时，也称序列 （ 3 .1_1) 有极限％记做 

有极限的序列称为收敛（序）列，无极限的序列称为发散（序) 
列.极限为零的序列称为无穷小序列. 


或当 


时， 


lim 


的涵义是：任给一个误差的范围 e > 0,便有 

NeN (这个 TV 依赖于所给的误差范围—般来说,误差范围 e 给得 
越小（即精密度越高)， AT 将取得越大)，序列 (3.1.1) 中第 iV 项及其以 

后所有的项与 a 的误差均在这个范 围内： Vn > iV(| 

的表述是和上面的表述等 价的： 任给一个误差的范围 e > 0,使得误差 
超过这个范围（即 |a n - a| > e) 的 （ 3.1.1) 中的项只有有限个.这是因 


注1 


li 


a | < e ), 以下 
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为有限个自然数中必有最大者，当指标 n 大于这个最大者时，误差必 


小于 


£ 


注 2 易见 


a n G (a — e , a -\- e ) a — £ < a n < a + e 


— e < a n — a < £ <==> \ a n — a \ < 


£ 


因而，定义 3.1.1 可改述为以下等价的 形式： 

定义 3.1.1/ 数列（包括实数列及复数列) 


(3.1.1)' 


ai, <22, 


, a 


称为当 


时趋于（或收敛于）极限％假若 


71 — 00 


V £ > 037 V e NVn 彡 N (\ a n ~ a \ < e ). 


(3.1.2)， 


值得注意的是，这样改述后的极限的定义 3.1.1/ 适用于定义复数 
列 K } 的复值极限 a , 而原来的定义3丄1只适用于实数列 { a n } 的实 
值极限 


a 


作为练习（参看3 J 节题28和29)，同学们可以证明命题•.设 

是复数列，其中 


?> n G R (n = 1，2,…)， 


+ i?>n ， 


= 


a 


则复数列 （〜} 收敛，当且仅当两个实数列 {〜} 和 {&} 收敛.这时， 
我们有 


lim z n 


lim a n + i lim b n ■ 




序列 （ 3 .1_1) 不以 a 为极限（即序列 （ 3 .1_1) 或无极限，或 
有极限但极限不是 Q ^， 记做 a / lim 


注 


易见， 


a 


ol . lim 


<=^ 彐 e > 0 ViV € N 3 n > N (| a n — a | ^ e ) 


(3.1,3) 


a 


〔3.1.3) 是 （3.1.2) 的否定表述.（3丄3)是这样由（3丄2)'得 到的： 先把 

(3.1.2)' 的最后一个命题 - a | <e 换成它的否定命题丨 


a \ ^ 


a 


£ 
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然后把前面所有的 V 换成3,并把前面所有的3换成 V . 对一个给定 
的命题,做出它的否定表述是任何想学习近代数学的读者所必须学会 

的.从现在开始，同学们无论如何要通过反复练习学会准确地（而且迅 
捷地）表述一个给定命题的否定命题. 

注4 序列 （3.1.1) 无极限，即对于任何数《，序列 (3.1.1) 都不以 
为其极限,易见，序列 (3.1.1) 无极限的充分必要条 件是： 


a 


Va G R(a 一 lim a n ) Va G R 3 e > OViV G N 彐 n 彡 7V(|a n — 彡 £)• 

n—►oo 

(3.1.4) 


例 3.1.1 若 Vn e N ( a n = c )， 其中 c 表示常数，贝 ！ J 


lim 


证明留给同学. 

例 3.1.2 试证 


(3,1*5) 

证 由推论 2.3.1， Ve > 03 N e NVn G N(n ^ iV => |l/n — 0| = 

1 /n < 办按极限的定义，我们有 


lim — ◦ 


lim — = 0 


□ 


定义 3.1.2 实数列 { a n } 称为有上界的，若序列（看成映射）的 

GN } 是有上界的集合，即 3 M € RVne N ( a n < M ). 这时， 

我们常用以下记法表示像 { a n :ne N } 的上 确界： 


像{ 


supa n = sup { a n : n G N } 


类似地，可定义实数列的有下界和实数列的下确界的概念，并引进 
下确界记法： 


GN}, 

既有上界又有下界的实数列称为有界序列.易见,实数列 { a n } 有 
界，当且仅当 


= inf {a 


inf a 


n 


3 MGRVnGN (| a n | < M ) 
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注 有上界,有下界,上确界和下确界等概念只对实数列有意义， 
因为复数之间不可比大小.然而，最后叙述的数列有界的条件可以用 
来定 义复数列的有 界性： 复数列 { a n } 称为有界的，当且仅当 

3 MGRVn € N (| a n | ^ M ). 

定理 3.1.1 给了两个序列 { a n } 和 {6 n }, 若 3 JV e NVn ^ N ( a n 

b n ), 则序列和 { b n } 或同时收敛,或同时发散.同时收敛时，它们 
的极限相等. 




证极限定义的直接推论. 


□ 


这个定理告诉我们，序列的收敛与发散及收敛序列的极限跟序列 
的前有限项的值无关. 

定理 3.1.2 若 lim 


则序列 { a n } 是有界的. 

证由序列极限的定义3.1.1，让其中的£ = 1,得到 37 V e NVn > 
N (\ a n - a | ^ 1), 故 Vn > 7 V (| a n | < | a | + 1). 令 


=a, 


M = max (| ax | ? …，卜一； l |，| a | + 1)， 


则 


Vn G N (| a n | < M ). 


故序列 { a n } 是有界的. 

定理 3.1.3 若 lim _ 

n—^oo 

( i ) lim ( a n + b n ) = a + /3; 

71 — 00 

( ii ) lim ( a n . b n ) 

n—oo 

( iii ) 又若 0 # 0, 便有 ^ lirn ^ ^ 
证先证由所给 Si ， 




,lim b n = /?, 则我们有 


/3,特别 ， lim (c - b n ) 


• /?， 其中 0 是常数; 


C 


a 


■ 

■ 






b n /5 


£ 


Ve > 0 彐 e NVn ^ iVi Ma n — a | < -, 


2 


a 


£ 


\/ e > 03 iV 2 6 NVn ^ N 2 { \ b n - p \ < - 


2 



£ 


Ve > 03AT G NVn > N{ \a n + — (a + /3)| < - 


Ve > 0 彐 爪 G NVn ^ ^(maxdan — a\, \b n — P\) < e) 


若 


1，2, …， 便得 （ ii ) 最后的特别情形的结论 . （ ii) 证毕 . 

最后证 （ iii), 因 0 # 0, 故 3 爪 e NVn 彡 iV! ( 队 | > \0\/2 ). 因序列 
{a n } 和 {b n } 收敛 ， Ve > Q3N 2 £ NVn > iV 2 (max(|a n -«|, |6 n -/?|) <e). 
令 N = max(N u N 2 ), 则当 n 彡 iV 时，我们有 

\ a n l 3 - a /3-\- a ^ — ab n 

KP \ 

(|^||®n — Ckj + |o：||b n — /?|) 

2(W + |^|) 


= c，n 


a 




n 


^71 


a 




n 


2 




/5 


2 


< 


£ 


\P 


2 


由 e 的任意性及 # 0, 上式右端的表达式 [2(\a\ + \p\)/\(3\ 2 ]e 也是任 


意的 • 


□ 


注在 （ iii) 的证明中，我们完全可以把 


P \ ^ |®n * 一 a n * /^| "h \ Oj U * /3 — OL - /? 

( la n ||6 n — /?| + |a n — a|[/?| 

(M(\b n — /3| + \a n — a|) 

MU/(2M) + e/(2M)) = e. 


b n 


— a 


_ 


< 


再证 （ ii). 由定理 3.1.2, 序列 {a n } 和 {6 n } 是有界的.故 3 M 1 e 

RVn € N(|a n | < MJ ，且 3M 2 € RVn G N(|fe n | < M 2 ) .记 M 

(MlMsO , 则 Vn € N((|a n | ^ M) A (\b n \ ^ M)). 由此，还有 
M 与 / ? < M. 由定理的条件 ， Ve > 03no E NVn ^ no((|a„ — a 

e /{ 2 M )) 八 （ |6 n -糾 < £/(2M))). 所以，当 n 彡 n 。 时， 




nuix 


< 


a 


令 JV = max(A^i, iV 2 ). 这个 TV 依赖于 e > 0 ,且 n > TV =j> (n > 

iV x ) A(n^ iV 2 ), 故 
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s 


£2 
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换成 


|/3| 2 e 


Ve > 0 彐爪 G NVn ^ JV 2 [ max(|a n — a|, |6 n — /3|) < 


2(|a| + |/?|) y 5 


使得最后的结论变成 


— {O-nP ~ a/3 + oc(3 — c^b n \ 

= M 

< 7^2 (l/^ll^n — a| + \a\\b n -(3\) 




Q ： 


b n 


< £ 




但这样做反而让人感到琐碎 ， （ iii) 的证明中的做法在文献中常见 

定理 3,1,4 ( 夹通定理）设 


VtI G ^ (^ri ^ j 


lim a n 


lim 6 n 


a ， 


a, 






则 lim 


c n = a 


证由条件有 


Ve > 03Ni G NVn ^ Ni(a n e (a - e,a + e)) 


和 


Ve > 03N 2 e NVn 彡 N 2 (b n e (a - e, a + e ))， 

^ AT = max(7V 1 ,iV 2 ) ? 便有 


Ve > 037V G NVti ^ iV((a n e (o ； — £, o? + e)) A (b n G (q — £r ? a + £))) - 

因 a„ < c„ < 6 „，故 

Ve > 03N G NVn 彡 7V(Cn e (a n , 6 n ) C (a? — e ， a + e)). 


送就是说 ， lim 

I 一 

例 3-1.3 试证 : 


□ 


c n — a 


Vfc > 1 lim 


(3丄6) 


= 0 


k 


71 


证因为 n 彡 2 时， 
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71 


n\ 


[1+(fc _ 1)r= ^ 


k n 


(& — l ) 


3 




j !( n - j )! 


j =0 


^ 1 + n(k — 1) > n(k — 1) 


故 


0 < 


< 


k 


k-l 


n 


n 


由例 3 丄 1 ，例 3 丄 2, 定理 3.1,3(iii) 和定理 3.1.4 , 有 


lim -— = 0 




k 


71 


n-^oo 


定义 3.1.3 实数序列 


辽1， a 2，. 


， a n ， 


被称为当 


时趋于（或发散于，或有）极限 00 ,假若 


71 — 00 


VM G K3N e NVn 彡 N(a n > M) 


(3.1.7) 


选时，记做 lim 

I 

称为发散（序)列. 

定义 3.1.4 实数序列 


有极限 oc 的序列 


或当 


时， 


a 


— oo, 


n — ^ 00 


a n ^ 00 


n 


ai ， a2， …, 


被称为当 


时趋于（或发散于，或有）极限 


假若 


n — ^ oo 


— 00 , 


VM G K3N G NVn 彡 N(a n < M) 


(3 丄 8) 


送时，记做 lim 

I - 

序列称 为发散（序）列 

例 3.1.4 试证： 


，或当 


时 


有极限 —oo 的 


a 


n — oo 


， a n — > 


—oo 


n 


攀 


(3.1.9) 

证 由 Archimedes 原理， VM e H3N G N(N > M 2 ). 故 VM e 
B3NG 调 N= M ). 这就证明了 lim 


— OO 


= oo 


□ 
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例 I 3.1.5 试证 


\fk € (0,1) lim 


(3.1.10) 


= oc 


k 


证因 l / A : > 1，故 


1 + /i > 0 






k 


由此可见， 


(1 + h) n ^ l + nh > nh 




k n 


由 Archimedes 原理， 


VMg K 3 N e 1 S(N > M / h ), 


所以 


M 


VM G RVn > N 


> nh ^ Nh > 


• h > M 


9 


k n 


h 


这就证明了 


lim 




k 
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定义 3.2.1 序列 { a n } 被称为单调递增的，若 


VVi G N(a n < fl n +i); 


序列 { a n } 被称为单调不减的，若 


▽72 G N(tt7T ^ ®n+l)j 


序列 K } 被称为单调递减的，若 


Vn G N ( a n > a n + i ); 


序列 { a n } 被称为单调不增的，若 


(®n ^ ®n+l) ■ 
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3 


以上四种序列统称为单调序列. 

定理 3.2.1 设序列 {a n } 是有上界的、单调不减的，则 n lim 
存在且有限，事实上， 


a 


( 3 - 2 . 1 )! 

设序列 { a n } 是无上界且单调不减的，则 lim 存在但非 有限： 


lim a n = sup a n ; 


(3.2.1) 2 


lim 


a 


=sup a n = oc ; 


设序列 {a n } 是有下界的，单调不增的，则 lim 存在且有限，事 


实上， 


(3.2.2)i 

设序列 { a n } 是无下界且单调不增的，则 lim 存在但非 有限： 


lim 


= inf a n ; 


a 


( 3 . 2 . 2 ) 


lim a。= inf a 


=—co 


2 


证只证前半部分，后半部分可相仿地证明，也可通过考虑序 
列 {-an} 而化成前半部分的问题.设序列 {a n } 是有上界的，记 


a 


，贝 U 


sap a n 


Ve > OWN G N 彐 no ^ N(a — e < a no ^ a) 


又因序列 {a n } 是单调不减的， a 又是 {a n } 的上确界， 


(n > n 0 ) A (a - e < a no ^ a ) a — € C^no ^ ^ 


a. 


故 


Ve > 03no G NVn > no(a — e < a n ^ a) 


这就证明了 ^lim 

设序列 { a n } 是无上界的，贝 !) 


= a 


=sup a n 


故 


sup a 


= oo 


VM > OyN e N 3 n 0 ^ N(M < a nQ ). 


又因序列 {a n } 是单调不减的， 


(71 〉 77^)) 八 < ^tiq ) ^ <C CLfio ^ ? 
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故 VM > 03 n 0 e NVn ^ n Q (M < a n ). 这就证明了 




lim a n — sup a 


-- oo 


n 


例 3.2.1 以下极限存在且有限 


n 


lim 1 H —— 


n 


n—oo 


证由二项式定理， 


n 


n 


j =0 


n 


ti{ti — 1 ) - * ■ (jl _ j + 1 ) 


E 


3 ^ j 


j^o 


n 


2 


E 士 


1 


• 1 一 


n 


n 


n 


3 


j=o 


由此,我们可以推得，序列 （1 + l / n 广是单调递增的有界序列.有界性 
的 证明： 


n 


2 




1 


1 --—— 


n 


n 


n 


j-o 


n 


n 


j=Q J ’ 


^ (1 + 2) = 3 


单调递增性的 证明： 因为 


2 


1 


1 


n 


n 


n 


< (i 一 


2 


n + 1 


所以 


n 




n 


n 


( 


2 




1 


< 
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n+l 


2 


Eii 


< 


_定理 3.2.1 知极限 lim 1 + - 存在且有限. 

n—3^oo y n J 

注这个重要的极限是由 18 世纪伟大的瑞士数学家欧拉 ( L . Euler ) 

在他的研究中首先发现的，常记做 


□ 


(3.2.3) 


lim 1 H —— 


e 




Euler 被称为 18 世纪全世界数学家的当之无愧的导师.他长期在彼得 
堡科学院工作，对俄罗斯数学的发展有重大影响. 

定义 3.2.2 序列 { a n } 的上极限定义为 


(3.2.4) 


lim sup a 


lim 


lim 


sup a k I ; 

k^n / 


序列 { a n } 的下极限定义为 


lim inf a 


(3.2.5) 


=lim inf 

n—►oo \ k^n 


lim 


注因 


sup afc > sup ak , 

fe^n 


fc^n+1 


(3.2.4) 右端的极限，作为单调不增序列的极限， 一 定存在（可能等于 
土 oo ). 同理， (3.2.5) 右端的极限也一定存在.应注意的是,若序列 { a n } 

无上界，则我们约定 

们约定： inf 


类似地，若序列 { a n } 无下界，则我 
又 约定： 若序列 { a n } 从某项开始恒等于 


a 


oo 


3 N e NVn ^ N ( a n = oo )， 


则 


lim 


类似地，若序列 { a n } 从某项开始恒等于 


—OO 


3 N g NVn > N { a n = - oo ), 
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则 


lim = 一 oo 


这样，序列的上极限和下极限一定存在，但可能为士 oo . 
命题 3.2.1 任何序列 { a n } 的上下极限有以下不等式 


(3.2.6) 


lim sup a n 彡 lim inf a 


此命题的证明留给同学. 

定理 3.2.2 序列 { a n } 有极限的充分必要条件是，它的上极限和 
下极限相等.这时， 


lim a n — lim sup a n = lim inf a 


证只证在 lim sup = lim inf a n < oo 的情形时上述结论 成立， 

tl—►OO 打 ― 

lim sup a n = lim inf a n = ±oo 的情形证明相仿，故留给同学， 

n—►oo 

假设 a = lim sup a n , 我们有 


Me > 037 Vi g NVn ^ ^(sup afc < a + e ) 

k^n 


由此 


Ve > Q 3 N X G NVn 》 N \( a n < a + e ) 

同理，假设 a ； = lim inf a n ， 我们有 


Ve > 0 彐爪 G NVn 彡 iV * 2 ( a n > a — e ) 


(爪，爪)，我们有以下结论 


令 N 


= max 


Ve : > Q 3 N e NVn ^ N [ a n G (a — e , a + £：)), 


所以 lim 


=lim sup a n = lim inf a 


= a 


反之，若 lim a n 存在且有限，记 


lim a n , 我们有 


a = 


Ve > 03 N 6 NVn > N ( a n e (a — e , a + e )). 
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因此 ， Vn 彡 ^( sup a n ^ a + 5 ), 故 


lim sup a n 彡 a + £• 


由 e 的任 意性， 有 


lim sup a n 彡 a 


同理 ， lim inf a n > a . 由命题 3,2.1 ，lim sup a n > lim inf a n , 故 


lim sup a n = lim inf a n 


□ 


定义 3.2.3 序列 { a n } 称为 Cauchy 列（或称基本列)，若 

> 03 N G NVn, m ^ iV(|a n — a m | < e). 

定理 3.2.3 (Cauchy 收敛准则）序列 { a n } 收敛，当且仅当它是 
Cauchy n - 换言之，序列 { a n } 收敛的充分必要条 件是： 

Ve > 0 3 N e N Vn, N (\ a n — a m \ < e ) 

证设序列 { a n } 收敛于 a , 则 

Ve > 03 N e NVn ^ N (\ a n - a| < e/2). 


(3.2.7) 


由此，我们有结论 


Ve > Q 3 N G NVn , m ^ iV (| a n — a m | < 

所以，收敛列 {a„} 必是 Cauchy 列. 

反之，设序列 {a„} 是 Cauchy 列.让 Cauchy 列定义中的£ — 1, 

B(l 3 N e NVn ^ - ajv [ O ) ■故 

Vn G N (| a n | ^ M ), 


—a| + |a 


< e /2 + e /2 = e ) 


a 


— Of 


其中 M = 

上下极限皆有限.令 


([^ n [ + 1， | ai |， …， | a ； V - l |). 因此，序列 {dn} 有界.它的 


max 


a = lim sup a n ? /3 — lim inf a 
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因序列 {a n } 是 Cauchy 列， 


Ve>037VeNVn,m>iV(|a 


< e )， 


— a 


换言之， 


Ve > 03N e NVn, m ^ N(a n ~ e < a m < a n + e), 


故 


Ve > 03N e N (aN — £ ^ inf a n < sup a n 彡 a# + e) 

n^N 


所以 


Ve > 03N E N(0 ^ sup a n 

n^N 

因 inf 关于 k 不减，而 sup a n 关于 fc 不增，又 inf a n < sup a n , 故 

n ^ k n^k 


— inf a n ^ 2e)- 

n^N } 


n^k 


n^k 


Me> 03N e NVA: ^ N(0 ^ sup 

n^fc 


< 2e) 


— inf a 

n^k 


a 


由此，我们有 


0 < lim sup a n — lim inf a n ^ 2e 


*£ 的任意性,有 


lim sup a n = lim inf a 


由定理 3.2.2, 序列 {a n } 收敛 

注 1 Cauchy 收敛准则中关于序列 {a n } 收敛的充分必要条件 




Ve > 037V G NVn, m ^ 7V(|a 


<e) 


— a 


和序列 { 〜 } 有（有限）极限的定义中的条件 


3a E RVg: > 037V G NVn ^ N(\a n — Qf| < e) 


相比 , 一个重要的区 别是： 后一条件中极限值 a 要公开出现，而前一条 
件的表述中极限值 a 并未露面 . Cauchy 收敛准则对于检验一个序列 
是否收敛是很有用的，即使我们并不知道该序列的极限的值 . 
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单调序列的概念牵涉到数列中的数的大小比较，故有界 

单调序列的极限存在定理不适用于复数列. Cauchy 列概念的定义和 
Cauchy 收敛准则的叙述中均未牵涉到数列中的数的大小比较,因而也 
适用于复数列.利用定义 3 . 1.1 后的注2的最后那一条要求同学^为 
练习自行证明的命题，同学可以自行完成复数列的 Cauchy 收敛准则 

的证明. 


注 


§3.3 级 


许多数列的极限是以级数的和的形式出现的.本节将讨论级数的 


基本知识 


定义 3.3.1 给了一个序列{%}^!，称和式 E = a ! + ci 2 + 


为级数.对序列 { aj }^ 构造一个新的序列 K }- 1? 


a3H - ha n + 


• * 




其中 




=^1 + Cl2 + . • _ + Cln = 


我们称是级数的第 n 个部分和，序列 { s n } 是关于级数的部分和序 
列.若部分和序列 {&} 收敛，则称级数 f ： %收敛，并把序列 {〜} 的 

j=i 

极限称为级数£ %的和,记做 

j=i 




lim 


若部分和序列 { s n } 发散，则称级数 J ： a , 发散.若部分和序列 { s n } 发 


散于 OO ( 或 -00 )， 则记 




(或一 OO) 


OO 




称为上述级数的一般项 


a 3 
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例 3.3.1 几何（等比）级数 


E 


n 


r 


n=0 


当 | r | < 1时收敛，当 | r | > 1时发散.确切些说，当 | r | < 1时， 


E 


-1 


(1 


n 


r 


— r 


n=0 


当 r 彡1时， 


E 


71 


r 


= oo; 


71=0 


当 r < -1 时，级数 E 产的部分和无极限. 

n=0 

证当 r # 1时，该级数的部分和是 


n 


n+1 


— r 




— r 


j=o 


故当 | r | < 1 时，级数收敛于 （1 - r)~ l . 当 r = 1时，级数的部分和是 

+ 1. 此时，级数发散于 oo . 当 r > 1时，级数的部分和的极 


n 


E 


n 




j =0 


限是 


1 _ r n+l 


lim (r n+1 -1) = 


lim 


— r 


r — 


1 _ r ^+i 


当 r < -1 时，级数的部分和 

奇数时是负的，而且当 
因而，级数部分和无极限. 

命题 3.3.1 给了两个级数 E 知和 E 若有自然数使 

71=1 71=1 

得当 n > iV 时， 


当 n 为偶数时是正的，当 n 为 
时,级数的部分和的绝对值趋于无穷大， 


1 — r 


n — ^ oo 




= b n 


a 


n 


则这两个级数的敛散性相同，即或同时收敛,或同时发散 
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证因为这两个级数对应的部分和 




^2 b j 


和 t 


之间有如下关系 


/ 〃- 1 \ 

= s n > : (bj — cij)j ， 


Vn > AT 


而 E (~ _ %) 不依赖于 n ， 故〜与 L 的敛散性相同. 

命题 3.3.2 给了两个收敛级数 f >„ 和 g 6„,则级数 

71—1 n=l 

oo 

(®n 土 b n ) 


□ 


也收敛，且 


〉 i ^n) = 》 : a n dz > : b n 

n=l 7i=l n=l 


(3.3.1) 


此命题的证明留给同学. 

命题 3.3.3 给了一个常数 c 和一个收敛级数史 a n , 则级数 

72 — 1 


E 

n=l 


也收敛，且 


E 




(3,3.2) 


ca 


此命题的证明留给同学. 

定理 3.3,1 若级数 f ： a n 收敛，则 


lim 


= 0 , 
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证设 s = 乙 an ，则 


lim 


lim 


^n—1 ， 


其中 




- 1，故 


菌 


= lim ( s n 


lim 


s = 0 




— s 


定义 3.3.2 若级数 


E 


的项都是非 负的 ： Vn € N ( a n ^ 0), 则级数称为正项 级数. 

定理 3.3.2 若级数 f 是正项级数，则级数收敛的充分必要 

n=l 


条件是 


3 M e RVn G N 


当这个条件不满足时，该级数发散于 


E 


证 因级数 E 知的项都是非负的，级数的部分和 I ： %是单调 

71=1 j=l 

不减的.由定理3.2.1，级数收敛，即部分和序列收敛，当且仅当部分和 
有上界： 


3 M e RVn G N 


当这个条件不满足时，部分和序列成无上界的单调不减序列，当然发散 


亍 




oo 
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3 




定理 3.3.3 若两个级数 


y^an 和 

n—1 n=l 


的对应项满足不等式 


Vn € N(a n 彡 6 n > 0 )， 


则级数 E 〜收敛时，级数 I： k 必收敛 .（ 一个等价的叙 述是： 级数 

TI—1 71=1 

晒 

f： b n 发散时,级数 E 〜必发散 

n=l n—1 

_ 

证由定理的条件，有 


✓ fl iii \ 

( ^2 ^ X / 〜彡 0 ) 

\ 乂_1 乂_1 / 


VnGN 


级数 I： a n 收敛时，它的部分和 E %有上界.这时，级数 E k 的 

n=l n=l 

部分和~也有上界.由定理 3 . 3 . 2 ,级数£ 收敛 

j~l 71—1 

例 3 . 3.2 讨论级数 


□ 


E 


k 


n 


的收敛与发散，其中 keQ . 

先考虑 fc = 1 的情形.这时，级数第 n = 2 m +Z( 其中 1 < h 2 m - l ) 
个部分和有以下估计： 


2J 


2J 


§ 


17 


S 


S 
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II m 作为 


2 m + / 的函数是不减的，且 m 无界，故 liin 


n = 


m = oo 


的部分和序列无界，鐵散 

当友 < 1 时， i 彡 


由定理 3 . 3 _ 3 ,当 fc < 1 时， 级数也 


k 


n 


n 


发散 


现在考虑 a ： > 1 的情形.这时级数第 
1) 个部分和有以下 估计： 


2 m + 〖 ( 其中 1 彡 Z < 


n 


o m — 


2 m+1 -l 


2 m +i 


Y, 


4fc 5^ 6 fe 7 k 


;k 


2 k 3 fc 


j 二 i 




+ ••■ + 


2 爪 


k 


( 2 m + 1 - 1 ) 


^1 + 




2 fc _i 2 2 ( fc - 1 ) 


2m(fc-l) 


— 2^ 


级数的部分和序列有界 . 故当 fc > 1 时，级数 E 收敛 . 

n=in fe 

定理 3.3.4 ( 级数的 Cauchy 级数准则）级数 g 知收敛的充 

分必要条件是： 


n+p 


(3.3.3) 


Ve > 03N G NVn > m P e N 


J—n 


证以上条件恰是关于级数的部分和序列的 Cauchy 收敛准则 . 




定义 3.3.3 级数 E 称为绝对收敛的，假若级数 

n=l 

OO 


汷敛 


定理 3.3.5 绝对收敛的级数必收敛 , 

证设级数 f |&| 收敛，故 

n=l 
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n+p 


Ve > 03 N e NVn 彡 iWp G N 


因而 


/ iL-ry \ 

( a 3 ^ i a j l ^ £ J 

\ j = 7l j = Tl / 


Ve > 03 N E NVn ^ iWp G N 


由 Cauchy 收敛准则，级数 E & 收敛. 

(― 1 广 




的敛与散 


例 3.3.3 考虑级数 E 

n=l 

给定了 e > 0，由 Archimedes 原理，有自然数 iV > 1/已因 A : > 


n 


TV > l/ e 时， 


k+p 


(一1 广 


E 


^ T < 


4 k 4 




k 


fc + 1 fc + 2 


k 


n 


n=k 


故由 Cauchy 收敛准则，级数 


(- 1 ) 


E 


n 


(一 i ) 


1 


收敛 • 但因级数 E i 发散（参看例 3.3.2), 故级数 E 

71=1 ^ 71 = 1 


非绝对 


n 


收敛 


注非绝对收敛的收敛级数常称为条件收敛级数. 

定理 3.3.6 设 f 和§ 是两个收敛的正项级数，则级数 


TI — 0 、 j =0 


也收敛，且 


(3.3,4) 


71 = 0 


71—0 


71~0 


3=0 
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证这是因为 


/ [^V/ 2 ] \ f [N/ 2 ] [N/ 2 ] [N/ 2 ] 

(亡 a „)( 亡 6 m ) = ^2 

/rt — n 多 nnr% — (^\ 多 in _■ im 


N 


bm 《 ( y ^ Q J ^ 


n=0 


j=0 


^ 〉 : > : = I 》 : j f > : j ， 


n=0 


而左右两端均收敛于 




n 二 0 


注对于任何 x e R, [x] 表示不大于 a ： 的最大整数的存在 
是由 Archimedes 原理和 N 的良序性保证的（参看推论 2.3,1 后面的 


解释) 


推论 3.3.1 设 E 知和5： k 是两个绝对收敛的级数,则级数 


E 


n-j 


n~0 


也收敛，且 


(3.3.5) 


n=0 


n=0 


证绝对收敛的（实数项的）级数可以写成两个收敛的正项级数 


之差，如 


a n = yj a n ~ a n ， 


其中 


I 


— 


4 = 


2 


2 


则 


\ /LXJ CXJ OO \ 

Ean )( I >) = ( E 4- E <)( M -5>_) 

m O < ^ O J ^ fn fl m O J ^ v% —O C\ / 
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□ 


注绝对收敛级数的概念可以搬到复数项级数上去.定理 3.3.5 
和推论 3.3.1 也适用于复数项级数.利用定义 3.1.1 后的注2的最后那 
一条要求作为练习自行证明的命题，同学们不难完成它的证明. 


§3.4 正项级数收敛性的判别法 


定理 3.3.2 及定理 3.3.3 给出了正项级数收敛的一般判别准则.利 

用这些准则，我们将给出研究具体级数敛散性的判别法. 

定理 3.4.1 (d’Alembert 邻项比判别法） 设级数 g 知 是正项 

71=1 

级数.若有自然数 AT 和 r < 1，使得当 n > 7 V 时，知 > 0且 


^n+l 


(3.4.1) 




则级数收敛.若有自然数 iv ， 使得当 n > AT 时，知 > 0且 


^ 71+1 


(3.4.2) 


》1 ， 


则级数 E &发散. 

n=l 

证若有自然数 7 V 和 r < 1，使得当 n > iV 时， a n > 0且 


^ n +1 
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则当时， 


^n+l ^ 


由归纳法，当 n >7 V 时， 


71 _ 7V+ 1 


®n+l ^ T 


dN 


该级数的项从某项开始不大于一个收敛的等比级数的对应项，故收敛. 

若有自然数#，使得当 n > 7 V 时，> 0且 


^n+l 


彡1， 


则当 n > iV 时， 




故&不可能收敛于零，级数发散 

定理 3.4.2 (Cauchy 根式判别法） 设级数乙是正项级数. 

1 

若有自然数 iV 和 r < 1，使得当 n > 7 V 时， 


□ 


y/^n ^ ^ ， 


(3-4.3) 


则级数收敛.若有无穷多个 n e N ， 使得 


(3*4.4) 


则级数的一般项知当 n 趋于无穷大时不趋于零，因而级数5：知发 


散 


证若有自然数 iV 和 r < 1，使得当 n > 7 V 时， 


则当 AT 时， 


级数 I ：知从某项开始小于一收敛的等比级数的对应项，故 收敛. 

71=1 
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若有无穷多个 n G N ， 使得 


^ 1 , 


则级数 I ： a n 有无穷多个项不小于1，级数的一般项不趋于0,级数 

n—1 


发散 




§3.5 幂级数 


我们在中学里学过的函数中，最便于处理的便是多项式 


p(^) 


= a 0 + aix + a 2 x ^- h a n x 


有了极限概念后，作为多项式的直接推广便是以下定义的幂级数 

定义 3.5.1 形如 


E 


的级数称为幂 级数, 其中 {«„} 是一个数列（实数列或复数列)， a ; 是一 
个变量，它可以取实数值，也可以取复数值 


称为幂级数的一般 


项 


注应该指出，幂级数 




的一般项为 

应该依赖于: C . 故收敛幂级数的和是 a : 的函数. 

定理 3.5.1 ( Cauchy - Hadamard 收敛半径公式） 给了幕级数 


，因而它的部分和都依赖于^假若它收敛，它的和也 


E 


记 


(3.5.1) 




limsup ^/|a n [ ’ 
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贝!1幕级数 E a nX n 在 | x | < p 时绝对收敛；在 |; r | > p 时发散.数 p 称 


为幂级数5： 

n=( 

证由 Cauchy 根式判别法，对于某固定的^若级数 E 

n=( 

其中 r 是某个小于1的正数,则该级数绝对 
收敛.即该级数绝对收敛的充分条件是有某个自然数 iV ， 使得 


的收敛半径. {xGC: \x\<p} 称为幂级数的收敛圆 


从 


某项开始有 ^/\a n x n 


换言之，该级数绝对收敛的充分条件是有某个自然数 iV 和某个 
[0,1), 使得 


r e 


当 


lim sup ^/\ a n 


时， I x I lim sup y/\a n \ <1. 显然， 


_ I _ 

\x\ lim sup y\a n \ < -(| x | lim sup y/\a n \ + l) 

T), ― r> — ^ 


当 n 充分大时,有 


A VM < ^(| x|limsup VKJ + 1) G [0，1) 


这恰是 E 

n=( 

当 | r | > 时，必有无穷多个 n G N ? 使得 


绝对收敛的充分条件. 


由 Cauchy 根式判别法，级数 D | 


| 的一般项当 n 趋于无 


穷大时不趋于零，因而幂级数 E 的一般项 a n a : n 当 n 趋于无穷 
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3 


大时也不趋于零，幂级气?，发散 

推论 3.5.1 两个幂级数 




和5 W = ^2 bnX 


/㈦= E 


的收敛半径分别为 r 和/?，而 0 < 0 < min ( r ， p )， 则当 | x | < a 时，有 

▲ 

00 

f(x)g{x) = ^ 


时是个绝对收敛级数，它的系数 


上式右端的幂级数在 |x 


〉: —fe 5 


n = 0,1，2, . • 


证在问< a 时，表示 / Or ) 和 〆 : r ) 的幂级数均绝对收敛，推论 

3.5.1 的结论是定理 3.3.6 的结果. 

例 3.5.1 幂级数 




n ! 


的收敛半径是无穷大（即对于一切复数 X ，幂级数收敛).这是因为 




= 0. 这表明上述幂级数的收敛半径是无穷大. 

定义 3.5.2 由例 3.5.1 的幂级数给出的（自变量 a : G C 的）函数 
称为指数函数 ， 记做 


E 


(3.5.2) 


expx = 


它在整个复平面上有定义. 

定理 3.5.2 指数函数 up 满足以下函数 方程： 对于任何复数 


和扒有 


= exp (a: + y) 


expx - exp y 
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证由指数函数定义，对于任何复数 ： r 和 y ， 




y 


E 


expx = 


exp y = 


n 


n=0 


根据推论 3.3.1 并利用二项式定理，这两个绝对收敛的幂级数的乘积 
应为 


㈣ E 分 E 石 

x n=0 7 x n— 0 7 n=0 j=0 


^_jy 

j ] - (n-jy 


n-j 


exp x • exp y = 


n ! 


^ r v 


n-j 


x J y 


jK n ~ j ) 


j=0 


(x + y) 


E 


= exp(x + y) 




n\ 


中学里学到的指数函数的最基本的性质恰是定理 3 . 5.2 所叙述的 
性质.有了它，指数函数的一切性质都可以作为这个性质的逻辑推论 
而得到了.这说明了我们的定义 3 . 5.2 是完全合理的. 

我们以前引进了一个非常重要的常数（参看 （3,2.3)): 


lim 1 H —— 


e = 


n 


现在,我们要给出该常数的另一个表示式 

命题 3.5.1 下述极限等式 成立： 


E 


(3.5.3) 


lira 1 + 


e 三 


n 


n 


证由例3.2.1，对于任何 n e N ， 我们有 


2 




1 + - 


1 — - 




n 


n 


n 


n 






j 二 0 


j =0 
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故 


n 


lim 


e = 


j 二 Q 


另一方面，在例 3.2.1 的证明过程中，我们已经 知道 ： （l + 1/ n 广是 
个单调递增序列.因此，对于任何两个自然数 n 和 [只要 n > Z ， 便有 


k 


n 


lim 1 + — 


彡 i + - 


k 


k—^oo 


n 


n 


2 


3 - 


E 


1 


n 


n 


n 


j=o 




n 


j=o 


时，我们得到 


让！固定，当 


71 — 00 


k 


lim 


k 


3=0 


因【可取任何自然数，我们有 


k 


□ 


lim 


k 


j=0 


由指数函数 exp 的定义（定义3.5.2)， 


0 


=1 = exp 0 


e 


又因 


E7i = ex P ^ 


e = e = 


J 


3=0 


由定理 3.5.2, 有 


2 


exp 1 , exp 1 = exp 2 


e = e - e = 


再由定理 3.5.2, 通过数学归纳法，有 


Vn G N(e n = expn) 
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还是由定理3.5.2,有 


Vn G NUe 1/n ) n 


= (expfl/n)) 71 , 


exp 1 = exp —— h 


+ 一 


e 






• * * 


n 


n 


个 


故 


l/n 


=exp(l/n) 

再用一次定理 3.5.2, 对于一切 n，m e N ， 


e 


m/n 


= [e 1 ^ 71 ] 771 — [exp(l/n)] m = exp 


=exp(m/n). 


e 


n 


n 


个 


作为定理 3.5.2 的推论，有 exp (- x ) ■ expx = expO = 1，故 


exp(—a:) = (expx)— 1 


总结以上的讨论结果，我们有 


Vr G Q(expr = e r ). 


中学里我们只给 出了： 当 r e Q 时的#的定义.现在我们可以利用 


(3.5*4) 


e 


expx 




给出一切 : r e C 时的 P 的定义.利用幂级数 expx , 使得指数函数的 

定义域扩充到了整个复平面.以后#和 

我们用以下方式引进正弦及余弦函数. 

定义 3.5.3 对于任何复数: r ， 令 


表示同一个函数 


expx 


e lx + e ~ 


IX 


(3.5.5) 


cosx = 


2 


和 


IX 


—IX 


e 


一 e 


(3.5.6) 


smx = 


2i 


命题 3.5.2 对于任何复数： r ， 我们有 
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2n 


(- 1 ) 


n 


X 


E 


(3.5.7) 


cos a:= 


(2n)! 


n—0 


和 


2n+l 


(-l) n x 
(2n + 1) 


E 


(3.5.8) 


smx = 


71=0 


此命题的证明留给同学，由此可知 


在 a G R 时取实 


及 


COST 


smx 


数值 


定理 3.5.3 我们有以下关于正弦及余弦函数的和差公式 


cos (: r + y) = cos a; cosy — sma; sm y 


(3.5.9) 


和 


sin(x + y) = sin x cosy + cosx sin y 


(3.5.10) 


证只证第一个等式 


i(x+y) 


-i(x+y) 


+ e 


e 


cos(x + y)= 


2 


e lx e iy + e— lx e - 印 


2 


另一方面, 


e lx 十 e 


—IX 


e iy + e~ iy 


cosx cosy = 


2 


2 


i(x+y) 


i(x-y) 


K -^+ v ) 


(- 工 -y) 


― e 


+ e 


e 




4 


和 


IX 


—IX 


e iy — e 


-iy 


e 


— e 


smxsmy 




2i 


2i 


i(x-y) 


i(-x+y) 


i(-x-y) 


+ e 


e 


— e 


— G 


4 


所以 


e lx e 叩 + e 


—IX 


-iy 


e 


cos(x + y) 




cos 工 cosy — smx smy — 


2 
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正弦及余弦函数的和差公式是刻画正弦及余弦函数的最重要的性 
质.由此可见定义 3.5.3 的合理性.本讲义第2章的复数几何表示中用 
到了中学的直观定义的三角函数.在一些例中，也用到了中学的直观 
定义的三角函数，用到中学的直观定义的三角函数的这些地方不影响 
本讲义的主要的逻辑结构.在本讲义中，原则上,三角函数都被理解为 
以上幂级数定义的三角函数.在第4章的习题中，我们将证明，这里用 
幂级数方式引进的三角函数恰是我们在中学里用几何方式引进的三角 
函数.到那时，所有可能引起逻辑上混乱的担忧就自然消失了. 

由定义 3.5.3, 我们得到有名的 Euler 公式： 对于任何复数 x , 


(3.5.11) 


exp(ix) 


= cosx + ism 


这个公式告诉我们，当 x e R 时， exp ( ix ) 是个模为1，幅角为: r 的复 
数.这个公式与定义 3.5.3 等价，因为由这个公式，我们 得到： 对于任 

何复数 A 


IX 


—IX 


(3,5.12) 


smx — 


2i 


和 


(3.5.13) 

在中学数学课里,指数函数是在代数里引进的，三角函数是在三角 
学中引进的.两类函数的引进途径（一个是从代数运算得到的，另一个 
是由于工程测量的需要，对三角形进行研究而得到的）是互不相关的. 
现在，我们发现，当扩展我们的视野，把函数的定义域扩大到复平面上 
去研究时，利用幂级数这个工具,这两个似乎互不相关的函数竟有着出 
人意外的亲密的血缘关系.事实上，它们是复平面上的同一个函数的两 
个 侧面： 分别是复平面上的指数函数在实轴与虚轴上的表现. 


COSX — 


2 
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定义 3.6.1 假设函数 f ( x ) 的定义域是实轴上包含 （a - A , a)U 
( a , a + A ) 的集合，其中 4 是某个正数.函数/⑻的取值可以是复数- 
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函数/(4被称为当 


时趋于（或收敛于）极限 a e C , 假若 


x — ^ a 


Ve > 035 > OVx G (a — a ) U ( a , a + S )(\ f ( x ) — a \ < e ) 


(3.6.1) 


这时，也称函数当 

时 ， / ㈤ 

lim f ( x ) 


时有极限 a ， 记做 
若 a = 0,则称当 
的几何解释参看图 3 . 6 . 1 . 


lim f ( x )， 或记做当 

时， f ( x ) 是无穷小 


x — a 


a 


x—^a 


x a 


a. 


x —^ a 


a 




x—^a 


y 


y=f(^) 


<y + e 


tv 


a — £ 


O 


a + 6 


x 


a 


图 3-6.1 lim f ( x ) 


的几何解释 


=a 


假设函数 /( x ) 的定义域包含 （a - A , a ), 其中 A 是某个正数.函 

-0 时趋于（或收敛于）极限 a e c (或称当 


数 /( z ) 被称为当 

时有左极限 a e C )， 假若 


x — a 


x a 


Ve > 036 > OVx G (a — S , a )(\ f ( x ) — a | < s ) 


(3.6.2) 


这时，记做 


- 0 时 ， /㈤ 

函数的右极限 lim f ( x ) 的定义可相仿地给出. 

x — ►a+O 


lim f ( x ), 或当 


a = 


x — a 


a 


-o 


x—>a 


定理 3.6.1 (Heine 定理） 假设函数 f ( x ) 的定义域是包含 （a 

A, a) U(a,a + A ) 的实数集，其中 A 是某个正数.函数 /( ： r) 当 
时趋于（或收敛于）极限 

Vti G N { x n G (fl — A : d) U (d, a + ^4)), 目 - lim 




x — a 


c ， 当且仅当对于每个序列 { x n }, 只要 


ot G 


便有 


— a ， 
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lim f(x n ) = a 


证若函数 f(x ) 当 


时趋于（或收敛于）极限 a ， 贝 IJ 


x ^ a 


Ve > 035 > OVx G (a — 5, a) U (a, a + 8)(f(x) G (o ： 


+ s )) 


—e, a 


又设序列 {x n } 满足条件 ： Vn G N(x n G (a - A, a) U (a, a + ^4 )), 且 


故 


lim 


=a ， 


x 


3N e NVn > N(x ri e (a — 6^a)U (a,a + 5))^ 


其中 5 恰是证明一开始提到的那个&故 


Ve > 03Ne NVn > N(\f(x n ) - a\ < e) 


换言之， 


lim f{x Tl )= 

n—oo 

反之，假设对于每个序列 {x n }, 只要 

Vti G N(x。G (a — yl ， a) U (a，a + ^4 )) 既 


Of 


lira 


x 


=a ， 


便有 


lim f(x n ) 


=a 


今若 


lim f(x) ^ a, 


则 


3e > OVn G N3x n G (a — 1/n, a) U (a, a + l/n)(|/(x n ) — a\ ^ e) 


易见， 


lim 

* - ►OO 


X 


=a ， 


且当 n 充分大时， x n e (a — A, a) U (a，a + ^4 ). 另一方面 


lim f(x n ) — 


a 


这与假设矛盾 . 
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3 


注1 事实上，我们可以证明以下的 结论： 不收敛于 a 的序列 
{ X n } 有这样的子列 {X nk }, 使得 { X n j 无收敛于 CZ 的 子列. 由此得到, 

若函数 /(X) 当 


时不趋于（或不收敛于）极限 a e C ， 则必有序 
歹 ! J { x „} 使得 { x n } 趋于 a , 但 f ( x n ) 无收敛于 a 的子列 ■ 

定理 3.6.1 中的序列 { x n } 可以限制为单调的收敛于 a 的 
序列.事实上，作此限制后，“仅当”部分当然成立.“当”的部分是由以 


注 


下引理保证的： 

引理 3.6.1 设 { x n } 是一个收敛于 a 的（实数）序列，则 {〜} 有 
收敛于 a 的单调的子列 { x nk }. 

证假若 { x n } 有无限多项等于 a ， 则取这无限多项构成的子列 
便满足引理的要求.若 { x n } 只有有限多项等于 a , 把这有限多项抛弃 
后，不妨设 { x n } 中无项等于 a . 这时，或者有无限多项小于 a , 或者有 
无限多项大于 a . 假设有无限多项小于 a , 则对于任何自然数 n ， 只要 
x n < a , 便有 一 个自然数 

理，便可得到 { x n } 的一个单调递增的子列 { x nk } 收敛于 

定理 3.6.1 把函数极限的问题转化为序列极限的问题.许多关于序 
列极限的定理或命题均可通过定理 3.6.1 改述成对应的函数极限的定 
理或命题.例如，同学可以沿以上途径自行证明以下两个 定理： 

定理 3.6.2 若 


这样，用归纳原 


，使得 


< 






和 lim g ( x ) = /?, 


lim f ( x ) 


a 




则我们有 


(1) lim ( f ( x ) + g ( x )) + 

(2) • g ( x )) 


/?； 


a 




, 


/ ㈤ 


a 


(3) 又若 /3^0, 便有 lim 






5 ⑻ P 

定理 3.6.3 设/， g 和 / i 是三个定义域包含 （a - A , a ) U ( a , a + A ) 

的实值函数，若 


和 lim g ( x ) = a , 


lim f ( x ) 
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■目 * 


3 B G (0, A)^x G (a — 5, a) U (a, a + ,B)(/(x) < h ( x ) < P ㈤ ）， 


则 


lim h ( x ) 

x—►a 

定义 3.6.2 定义域为 R 的实值函数 f ( x ) 被称为是单调递 
增的，简称递增的，若 


a. 




Wx , y e V{x < y =^ f ( x ) < f { y ))\ 


它被称为是单调不减的，简称不减的，若 


Vx，y e V(x < y ^ f ( x ) ^ f ( y ))] 


它被称为是单调递减的，简称递减的，若 


Vx ,? / G V{x <y ^ f ( x ) > f { y ))\ 

它被称为是单调不增的，简称不增的，若 


Vx , 2 / e V(x < 2 /与 f ( x ) ^ /⑼）‘ 


不增及不减的函数统称为单调函数，递增及递减的函数统称为严格单 
调函数. 


定义 3.6.3 函数/»被称为有上界的，若它的定义域的像 f { V ) 

有上界.类似地，可给出函数/0)有下界和有界的定义. 

同学可以沿定理 3.6.1 指出的途径自行证明以下定理. 

定理 3.6.4 设 f ( x ) 是定义在开区间 ( c , a ) 上有上界、单调不减 
的函数，则极限 lim f ( x ) 存在，且 

X—►a— 0 


lim ^ f ( x ) = sup f ( x ); 


(3.6.3) 


c<a：<a 


S f ( x ) 是定义在开区间 ( c , a ) 上有下界、单调不增的函数，则极限 

lim f ( x ) 存在，且 

a— 0 


inf /( x ); 


(3,6.4) 


-0 
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设 /W 是定义在开区间 （ a ,6) 上有上界、单调不增的函数，则极限 
lim f ( x ) 存在，且 

a+O 


(3.6.5) 


lim f ( x ) = sup f ( x ); 

x — a +0 a<x<b 


n m 是定义在开区间 （ a ，6) 上有下界、单调不减的函数，则极限 

lim f ( x ) 存在，且 
2+0 


(3.6.6) 


inf fix ). 

cx<b v ; 

我们还可以定义函数的极限为无穷大的涵义 

定义 3.6.4 设 f ( x ) 是定义在开区间 ( c , a ) 上的函数，它被称为 

0时趋于（或发散于，或有极限 ） oo , 假若 


lim fix ) = 

x — ►d+O 


当 


x ^ a — 


VM G Tl 3 e > OVx G (a — £, a )(/( x ) > M ). 


(3.6.7) 


0 时， /( x ) 


此时 


这时，记做 lim 。 f ( x ) 
也称当 


或记做当 

时， / Or ) 的左极限是无穷大. 

定义 3.6.5 设 f ( x ) 是定义在开区间 （ c , a ) 上的函数，它被称为 

0时趋于（或发散于，或有极限） - 00 , 假若 


00 , 


x ^ a — 


— ^ oo 




x a 


当 


x — ^ a — 


VM G B 3 e > OVx G (a - e , a )( f ( x ) < M ) 


(3,6.8) 


◦ 时， /( 工 ) 


这时，记做 lim f ( x )= 

a:—►a—0 

此时也称当 


或记做当 

时， /( aO 的左极限是负无穷大. 

类似地,可以给出右极限为（正，负）无穷大的定义 
例 3.6.1 我们有以下常用的极限 等式： 


—OO. 


x —> d — 


x ―> a 


(3.6.9) 


lim exp x = I 


o 


事实上，可以得到以下的更强的 结果： 

例 3.6.2 我们有以下常用的极限等式 


1 


expx — 


(3-6.10) 


lim 


x 
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证由指数函数 


的定义， 


expx 


n 


X 


expx — 


E 


= lim 一 

x-^0 X 


lim 

x—0 


n 


x 


n=l 


Ti — 1 


n—1 


X 


X 


1 + lim 

x-^O 

n=2 


lim V 

x-^ 0 ^ 


n 


n 


【 g 为，当 | x | < i 时， 


n—1 


^ 1^1 rr ~ W( e ~ 2 )， 


X 




n 


n=2 


n 二 2 


故 


n—1 


a : 




= 0 


n 


n=2 


所以， (3-6.10) 证得，由此，当 | rc | 充分小时，有 


expx — 1| < 2 \x 


(3.6.9) 证得. 

例 3.6.3 我们有以下常用的极限等式 


□ 


(3-6.11) 


lim sin x 

x — 0 


= 0 


事实上，可以得到以下的更强的结果： 

例 3.6.4 我们有以下常用的极限等式 


smx 


(3,6,12) 


lim 


工 ― o x 


证由三角函数 sinx 的幂级数展开公式 （3 A 8)， 

(- l ) n a : 

(2 n + 1)! 

易见，当 w < 1时，有不等式 

(―1广工 2 ( 

(2 n + 1)! 


2(n-l) 

(2 n + 1)! 


2n 


( _ i) 


n 


X 


smx 


E 


E 


2 


X 




n—1) 






E 


=e 


J (2 ti + 1)! 


m=0 


n— 
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故当 |: r | < 1时， 


smx 


极限等式 （3.6.12) 证毕.等式 (3.6.11) 是它的推论 

传统的数学分析教科书中常把中学通过几何直观定义的三角函数 

作为出发点，并通过几何直观得到极限等式 (3.6.12), 由此获得三角函 

数的导数，积分以及它们的幂级数展开等结果.这样做时，作者把圆弧 
的长度看成是一个无须确切定义我们就能自然接受的概念.本讲义的 
方法恰和传统的道路相反，先用幂级数定义三角函数，再推出三角函数 
的一系列性质.它完全摆脱了几何直观.因而它无须假定圆弧的长度 
是一个不用确切定义我们就能自然接受的概念.给中学生讲三角函数 
是应该通过几何方法的，因为三角函数的几何涵义是必须知道的.但 
现在用的（非传统的）方法，除了在逻辑上更严谨外，还有另外一个好 
处： 完全用分析工具（包括各种级数和各种积分）引进新函数的方法是 
引进各种超越函数的不得不用的办法（因为那时已无法借助直观)，让 
同 学早些接触这样的方法是有益的. 

定义 3.6.1 是实自变量的函数的极限的定义.我们现在简略地讨论 
一下复自变量函数的极限. 

定义 3.6.6 设 / p ) 是定义在复平面的某区域 VCC (例如，某 
圆或某椭圆）内的函数,换言之，自变量 Z e 及又设& e 疚假若 


□ 


Ve > 038 > OVz G I >(0 < \z — zq\ < S |/(^) — < £：)， 


则称当 


时，函数 / b ) 的极限是 a ， 记做 


Z z 0 


lim f(z) 


a 




例 3,6.1 —例 3.6,4 这四个例中的实自变量 z 换成复自变量 z 后，等 
式依然成立.证明方法和实自变量的情形完全一样.最后我们愿意叙 

述一下函数极限的 Cauchy 收敛判别准则，它是由序列极限的 Cauchy 
收敛判别准则（定理 3.2.3) 通过定理 3.6.1 建立起来的- 


105 


定理 3.6-5 假设函数/( 4 的定义域是复平面中某区域 ！>. 函数 

时收敛，当且仅当对于任何 e > 0 ,有5 > 0 ,使得任 


f ( z ) 在 : D 3 

何在/的定义域中的两个点^和切，有 


z ^ a 


0 < max (|^ — a |, \w — a \) < 5 \ f ( z ) — f ( w )\ < 


e 


以上的定理叙述的是对自变量在复平面上趋于 a 时的函数值收敛 


的充分必要条件.当自变量在实数轴上趋于 a 时的函数值收敛的充分 

必要条件 ( Cauchy 条件）应作如下 修改. 

定理 3.6.5' 假设函数/ ㈤ 的定义域是 [&/)• 函数 /( a :) 当 

时收敛，当且仅当对于任何 e > 0 ,有4 > 0 ,使得任何在 


/的定义域中的两个点: r 和 y ， 有 


x a 


0 < max(\x - a \, \y - a \) < S =^> \ f ( x ) - f ( y )\ < 




时收 


假设函数/ ㈤ 的定义域是 [ 6 , 00 ). 函数/ ㈤ 当 [ 6 , oo ) 

敛，当且仅当对于任何 5 > 0,有 K e [ b ， oc )， 使得任何在/的定义域 


3 X — ^ oc 


[6,00) 中的两个点: T 和 y ， 有 


min ( x 7 y ) > K \ f ( x ) - f { y }\ < 


§3.7 习 


1. 设 a，b > 0, 试证： 并且等号只在 a = b 时成立. 

2. 设 a > 0,试证 ： lim ^/a = l , 

71 — ^，00 

(提 示： 当 a = 1时显然；当 a > 1时用 Bernoulli 不等式 （2.5 节题 20); 当 

< 1时可化成《 > 1的情形去处理 .） 

3. 试证 ： lim L (提 示：用 2.5 节题21_) 

4. 设 

⑴又设 i ， j ， A ; e {1，2,…， n }， 令 


a 


> 0 


ci2, …， a 


当 s # fc # j •时， 

，当 & = 7或釦= :/时 


afc, 


^ijk ~ 


a % + dj 


2 
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1/n 


1/n 


^ ( n 

\ k=i 

( ii ) 给定了 ai ， a2 ，--.， a „ > 0,选择 i ， j e { l ，2，—， n }， 使得 

ai = min{afc ： 1 ^ k ^ n}, aj — max{ak : 1 彡 fc < n}, 


试证： E 办 


，而 n 卯 

\ h=l 


fc=l 


然后用⑴中的方法构造 b i 3 i ,〜、 b ijn - 记 


= bijk 、 1 ^ Aj ^ ti. 


= ， 


对 { a \}^ x 用上述方法构造 { al }^ (先定出 i ， j ， 然后确定 { alr k=l )^ 由归纳 

法可得到 K : 1 < fc < n ，0 彡 I }. 可证： 

n n 

E 4 E 4 

k=l A:=l 


⑷ 


1/n 


( n ^) v %( nai +i ) 

\ k=l / \ k = l / 


( b ) 


_ 


X ] a p 

P=1 


( c ) lim a l k = 


1/n 


( iii ) 试证： I ： 

\ k—l 

5 .设 { a n }^ =1 是一个实数列，而 aeR . 若是一串递增的自然数列 


^ n 

V fc=l 


ah 


ni < ri2 < 


<rij < 


* * * 


则 { a ni }~ x 称为 { a n }^ =1 的一个子列. 

( i ) 试证： { a n }^ =1 有收敛于 a 的子列的充分必要条件是，对于任何 e > 0, 

在开区间 （ o ： - + 中有序列 { a n }^ =1 的无限多项. 

( ii ) 试证： { a n }^ =1 无收敛于 a 的子列的充分必要条件是，有一个 e > 0, 

在开区间 （ a - e，a + e ) 中只有序列 { an }^ Li 的有限多项. 

( iii ) 试证：若序列 { a n }^ =1 是有界列，则序列 { ar ,}^ 必有收敛子列. 

(提 示： 序列 { a n }^° =1 是有界列，则有有界闭区间 [ A , B ], 使得 Vn e N ( a n € 

若序列 { o .}^! 无收敛子列，则对于任何 a e [ A , B ] 有 s > 0,在开区 

+ 0中只有序列 { a n }^ Li 的有限多项.再利用 2.5 节题6或直接 


间 （a 


— 5, a 


用 2.5 节题 11.) 


注 （ iii ) 的结论属于 Bolzano 和 Weierstrass , 称为 Bolzano»Weierstrass 


收敛子列存在定理 
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: 


( iv ) 试叙述并证明，对于复数列 { a n }^= x 的上述三条命题. 

( v ) 试证： Cauchy 列（复数的）必是有界列. 

( vi ) 试证：若 Cauchy 列（复数的）有收敛子列，它必是收敛列. 

( vii ) 试证： Cauchy 列（复数的）必是收敛列. 

6. 试证： （ i ) exp 0 = 1; ( ii ) Vx >0( expo ; > 1); ( iii ) Vx < 0(0< expx < 1); 
( iv ) y 6 < y => expx < exp y ) ; ( v ) Va € C(lim exp z = exp a ); 


( vii ) lim 


( vi ) lim 


0. 


expx = oo ; 


exp x 




7. 试证：⑴ 


n+1 


fi+2 


1 + — 


n 


提示： 考虑表达式 


n+l 


n+2 


_ 通 I ■ 

1 H — 


n 


不等式 
单调递减地收敛于 


并利用2_5节题20中的 Bernoulli 


n+l 


( ii ) 序列 G +士) 


e 


n+l 


lim 1 H —— 


e 二 


n 


n+l 


提示： 1 + — 


1 + — • 


1 + 一 


n 


n 


n 


8 .设 E 〜和 E 心是两个正项级数.若有 iv G N ， 使得 

n —1 n=l 




1 


yn > N 




a 


则由级数 E 、的收敛性可推得级数 I ： 如的收敛性. 

n=l 7i—l 

( 提示：从条件出发设法证明 ： 3C > OVn > JV(a n+1 ^ C - 

9. 设 a ，6 G N ，6 > 1，/是在 （ a ， oc ) 上定义的取正值的单调不增的函数 


试证 


0) 


J^l)^ 一 1 
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6 


⑻ e m>(b-i)b k ^f(b k )； 




( iii ) 级数 


E ，( n ) 和 Z > w ) 


同时收敛或发散； 

注这个检验级数敛散的方法称为凝聚检验法 

( iv ) 级数£ 


发散; 


nlogn 


收敛, 


(V) 设 s > 1，级数 I ： 


n(logn) 

10•设 {〜} 和 {cvj 是两串正数，且级数 E i 发散.记 

n=l Cn 




( neN ) 


/Cn — Cji 


— Cn^l 


dn+1 


试证 


( i ) 若有 5 > 0 和 iV e N ， 使得 Vn > iV(/Cn > 句 ，贝 IJ 

^ Sdn+ 1 )J 


(a) Vn > N(c n a 

( b ) lim CnO/Ti 存在; 


一 Cn+ltln+l 


( c ) 级数 E & 收敛 • 

n=l 

( ii ) 若有 NeN , 使得 Vn > 7 V (/ C n ^ 0), 则级数 f a n 发散 

n= 1 

提示： 将级数 g a n 与发散级数 g 丄比较 


=1 ^71 


注以上的论断 （ i ) 与 （ ii ) 称为 Kummer 判别法. 

11. 让 Kummer 判别法中的 
法（定理 3.4.1). 

12. 让 Kummer 判别法中的 


1，试重新证明 d ’ Alembert 邻项比判别 


Cn 




便可得到以下的 Raabe 判 别法： 记 


Cn — Tlj 


dn 


n 


an+i 


我们有 


( i ) 若有 <5 > 0 和 AT e N ， 使得 Vn > N(TZ n ^ S), 则级数 X ： a n 收敛; 

Tl= 1 

( ii ) 若有 N eN, 使得 Vn > N(7Z n ^ 0), 则级数 g 发散， 

n=l 
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13 .让 Kummer 判别法中的 


log n , 便可得到以下的 Bertrand 判 


Cn 


n 




别法： 记 


1 


a 


Bn — log n - (Tin 一 1) = log n n 


一 n _ 


Gn + l 


我们有 


⑴若有 5 > 0 和 # e N , 使得 Vn > N ( B n 则级数 X > n 收敛; 

n=l 

( ii ) 若有 NeN , 使得 Vn > N ( B n ^ 1), 则级数 £ a n 发散 _ 

n=l 

_ 

14. 假设 { a n } 是一串正数，且 


0 n 






n 2 . 


n 




其中 A 和/ X 是常数，而^是有界量： 31 e RVne N([^n[ ^ L ), 则级数乙 
的敛散性由下表描述： 


a n 


收敛 


收敛 


发散 


发散 


收敛 


发散 


(提示：当 A / 1时，用 d ’ Alembert 邻项比判别法；当 A 二 l ，/ x # l 时，用 
Raabe 判别法；当 A = l，p = l 时，用 Bertrand 判别法 .） 

注以上结论称为 Gauss 判别法. 

15. 假设 a , ^,7不是零，也不是负整数.考虑 ( Gauss ) 超几何级数： 

a(a + 1) … （d + n — 1)/3(/? + 1) … （/? + n — 1) 

n!7(7 + 1) … （7 + n 一 1) 


^) = 1 + 

71— X 


F { a，h 


n 


x ， 


试证 


⑴当 ： r 是满足条件卜| < 1的复数时，超几何级数绝对 收敛； 

斤）当^是满足条件 w > 1的复数时,超几何级数 发散； 

( iii ) 当 

( iv ) 当 X = 1，且 

(提示：⑴， （ ii ) 用 d ’ Alembert 邻项比判别法； （ iii ) 当 z = 土1，且 7 —— 戸 > 

0时，注意到 


土 L 且7 - a - > 0时,超几何级数绝对收敛; 

- /3 < 0时，超几何级数发散. 


x 




7 — a 


0^71 


7~Ct-/? + l , On 

P ， 


\0n ^ 


an+i 


n 
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然后用 Gauss 判 别法； （ iv ) 当 


/3彡0时，注意到 


1，且7 - 
7 — a — /3+1 ■ 

巧， 


x 


a — 




<2 n 


On ^ Lf } 


n 


On+l 


再用 Gauss 判别法 •） 

l 6 , 设 {%} 和 { M 是两串实数，记 


Bn = Yh 


n G N 


试证 


k+p-l 

⑴ S aj(3j = (aj — — Sfc— i) + o ； fc+p(5fc+p — -B/c—i); 


k+p 


( ii ) 若 { a n } 是单调（不增或不减）数列，而 {Sn - B k ^ = k 是有界数列， 


记 


L = sup \Bn — 

n^k 


贝! 


ic + p 


〉: ^ L(^\ocic — Q!^ ； +p| + |ctfc+p|) ^ Z/(|o；fc| + 2|o?fc+p|); 


(提示：利用⑴ .） 

( iii ) 若级数 f /3 n 收敛，而数列 { a n } 单调且有界，则级数£ a n (3 n 收敛; 

n=l n=X 

(提示：利用 （ ii ) 和 Cauchy 收敛准则 •） 

( iv ) 若数列 { a n } 单调且趋于零，而且有实数 M 使得 


Vn€N(|B n | $M )， 


则级数 I ： a n ^ 收敛； 

n=l 

(提示：利用 （ ii ) 和 Cauchy 收敛准则 ■) 

( v ) 若数列 { a n } 单调且趋于零，则级数 


E (- ir « 


收敛.（提示：利用 （ iv ).) 

注以上⑴中的等式称为 Abel 变换； （ iii ) 称为 Abel 判 别法； （ iv ) 称为 
Dirlchlet 判 别法； （ v ) 称为交错级数的 Leibniz 判别法. 
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17, 设 a > 0,又设 


a 


n = 1，2, 


Xq > 0 , 


X 


X 


1 


2 


工 n — 1 


试证 


( i ) 若 zq = V ^， 则 Vn € N(x n = y/a)] 

( ii ) 若 zo _ 则 > 2( a; n > Va )； 

( iii ) 若 zq / W ， 则 彡 2( x n > x n + i )； 

( iv ) Iim 

18. 按定义 3.5.3 定义的正弦函数和余弦函数满足以下恒等式 


Xn 


( i ) sin 2 x + cos 2 x = 1; 

( ii ) sin 2 x = 2 sin x cos x ; 

( iii ) cos 2 x = 

( iv ) sin (— a ;) 


2 


sin 2 x — 1 — 2 sin 2 x — 2 cos 2 x — 1; 


cos x — 


— sinx] 




( v ) cos (— x ) 

(vi) 当： c G R 时，有 sin ^ G R, cos a : G R ， 且 j sinar| < 1, |coso?| < 1; 

x-\-y 


= COBX ； 


x-y 


( vii ) sin 工 一 sm y 


2 sm 


cos 




2 


2 


x + y 


工 —y • 


vm ) cos x 


—2 sin 


— cosy 


sin 




2 


2 


1 _ 


( ix ) 当 x G [0, 27 T ] 时 ， sin 盖 = 


COS X 


2 


2 


1 + COS X 


(X ) 当 X G [ —7T ， 7T] 时 ， COS 盖 — 


2 


2 


注除了命题 （ vi ), ( ix ) 和 （ X ) 以外，其他七个命题中的自变量 Z 都可以取 
任何复数值 .（ ix ) 和（ X )的右端的开方根取正值. 

19. 试证： 复数列 { z n ： n ^ l ,2 r -} 收敛于 a 的充分必要条 件是： 实数列 


{|知一 a |: n = l ，2，...} 收敛于零 

20•设 { 


+ iy n : n = 1 ， 2, 是个复数列，则它收敛的充分必要条 
件是：两个实数列 { a：n : n = 1， 2,…}和 {yn : n = 1, 2,…}均收敛，且条件满 
足时有 


Zn = X 


lim 


= lim 

n —kxj 


+ i lim y n 


z 


X 


(提 示： 注意复数 


+ iy 的绝对值的以下初等性质 


Z = X 


max (| x |, \ y \) ^ \ z \ = | o : + iy \ ^ \ x \ + \ y \,) 
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设，邮 n 2 是可数个由双自然数指标描述的复数族.它们可以排 

成以下的无限 方阵： 


21 


( 1 ) 


4 1 ) . 

( 2 ) „( 2 ) 


( 1 ) 


( 2 ) 


⑻ 




由这可数个数作为项构成的二重级数 


㈨ _ 




EE 


E 


i 7 h = l 


称为收敛于复数 A 的，假若 




> 03N G NV/ ^ mK > N 


( i ) 试叙述并证明关于二重级数的 Cauchy 收敛准则； 

( ii ) 试叙述关于二重级数的绝对收敛的概念，并证明：绝对收敛的二重级数 


必收敛 


22. 如题21中给了可数个由双自然数指标描述的复数族.它们可以构筑出 
两个累次 级数： 


⑻ 


E E 


和 


⑻ 


E E 


；i E 4 k ) 是一个级数，它的和是依赖于指标 i 的.对于这些依赖于指 

h=l 

Ui 的和再作关于指标 i 的求和，便得第一个“累次级数”.第二个“累次级数” 
可类似地得到. 

( i ) 今设可数个由双自然数指标描述的复数族中的复数均为非负实数.试 
证： 只要二重级数和两个累次级数中有一个收敛，另外两个也收敛，且三者收敛 
于同一个数. 

( ii ) 今设可数个由双自然数指标描述的复数族中的复数均为实数.这些实 
数取绝对值后得到的一个二重级数和两个累次级数中有一个收敛，则另外两个 
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必收敛，且三个未取绝对值的级数也收敛，又收敛于同一个数 A 这时，任给 
个正数 s > 0,有一个由双自然数指标组成的的有限子集 F , 使得 


- -4 


⑻ 




V 有限指标集 S D F 


一 A < e • 


a ; 


a^ k) es 


⑻ 


⑻ 




( iii ) 今设可数个由双自然数指标描述的复数4 
R ， 则二重级数§ 收敛，当且仅当以下两个二重级数 




i^k = l 


Ed E 




i^k=l 


收敛.这时 


⑷ 


⑷_ 


Ef) + iE 

i^k—l 


E 


a : 


i,/c™ 1 


对于两个累次级数也有相应的命题. 

( iv ) 今设可数个由双自然数指标描述的复数族中的复数取绝对值后得到的 
的一个二重级数和两个累次级数中有一个收敛,则另外两个必收敛，且三个未取 
绝对值的级数也收敛，又收敛于同 一 个数儿这时，任给 一 个正数 e > 0,有 一 个 
由双自然数指标描述的实数族的有限子集 F ， 使得 


(fc) 


E 


V 有限指标集5 D F 


— A < 6 


a ; 




23. 设级数 E &绝对收敛，而级数 E ‘收敛.记 

71—1 71—1 


E 


5 >， 


^2 bk 


A = 


B = 


， fc = 1 ， 2,… 


Oiti^ 


Ck = 


-j+1 


则级数 E a 收敛，且 


k — 1 


^2 Ck ~ a 丑. 


a ：—l 


提示：先证恒等式 
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3 




[n/2] [n/2] 


[n/2] 


( n-j+1 \ n ( n-j + 1 \ 

a > ) + S [ a ^ bi ) 

^=[n/2]-hl / j=[n/2]-hl \ i—1 / 


J2 Ck = ^2 ak ^2 bk ^ J2 


fc 二 l 


/c=i 


再注意 


[n/2] 


[n/2j 


n — j+1 




< i a jii ^2 bi ， 


E 


E 


bi 




i=[n/2] + l 


无二 [n/2 ] 十 1 


7i / n —j + 1 \ n n—j + 1 [ \ 

E U E ^ N 5 ： k i E ^ ) 

7 = [n/2l + l \ i^=l / I 9^[n/2] + l I i-1 / 


注 本题的结论称为 Mertens 定理 . 
24. 试证： 

( i ) 以下两个幂级数的收敛半径相等 






和 


na n x 


0 


(提示：利用幂级数收敛半径的 Cauchy - Hadamard 收敛半径公式 （3.5.1) 和 
题3的结论 .） 

( ii ) 设以下两个幂级数 


/( 和 E 


g { z ) = b n z 


和 


的收敛半径都大于零，且有& / 0, lim 


0使得 


Zh 




/( 之 fc ) = 5(之 fc )， = ■… ,71 ，*， 


则/和 g 的收敛半径相等，且在收敛圆内/ = ff ； 

( iii ) 设以下两个幂级数 


/( 和 E 


9 (^) = bnZ 


和 


的收敛半径都大于零，且在实轴的收敛开区间内/和 g 相等，则在复平面的收 

敛开圆内 f = g . 

25. 试证： 


2 E 


Vr G (-1,1) 


r cos nx 


1 — 2 r cos x + r 
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(提示：对上式两端同乘以1 - 2 r cosx + r 2 .) 

26. 以下序列中，哪些是收敛的？哪些是发散的？收敛的序列的极限 


黾什么? 


n(n + 1) 


( i ) a n 


n e N ; 




2 


C2n + ci n + Co 


( ii ) 


C2 e R ，£> o , ， J>2 > 0， n € N ； 


a 


， Co ， Cl 


b2 f n ? + b\n 4 - b 0 

13 n 6 — 27 

26 n 5 ^/n + 33 ’ 


( iii ) a n = 


n G N ; 


n 


― — 2 ^ 打 € N; 
n m =l 爪 

n 

( v ) a n = - 1 —, m € N，r € R . 

n 

注这里的答案依赖于 

27.设 { a n } 是一串正数，试证 


lv ) a 


r 


r . 


lim inf aTi+1 < lim inf a ]/ 71 ^ limsup aj/ n 彡 lim sup an+1 . 


a n 


a 


n 


(提 示： 注 意到： 对于 1 < fc < n ， 我们有 


i / 


1/n 


d 2 




叫 +i 


a 


1 /n — 


a 


ai — • • 


ai 


Clfc— 1 


£lfc 


a 


V 


(n — k)/n 


Cl2 


CLk 


% 十 1 


inf 




ai _ . 


_ _ 


— l dj 


ai 


a/c — i 


由此可得到第一个不等式.第二个不等式是显然的.第三个不等式可用类似于 
第一个不等式的证法获得 .） 

注 由此可见，凡是可用 d ' Alembert 邻项比判别法做出敛散性判断的级数, 
一 定可用 Cauchy 根式判别法做出敛散性判断.当然，有时用 d ’ Alembert 邻项 
比判别法比用 Cauchy 根式判别法计算起来要方便得多. 

28.设 { a n } 是一串实数，则它的无穷乘积定义为 


71 


n 

rt= 1 


n 吖 


lim 


a 




假若右端是一个非零实数，则无穷乘积 n &称为收敛的，不然称为发散的（注 
意： 收敛于零也被称为发散). 试证： 
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( i ) 若 | a ;| < 1,贝 [J 




—X 


n=l 


N 


2 


提示： 试 计算： ( i - x ) na + 

n— 1 

(ii) 若 ; r # 0, 贝 I] 


—1 


X 


N 


X 


smx 


n 


cos — 


2 


2 n 


N 




X 


N 


提示：试计算： 2 
( iii ) 若 ; c / 0,贝 ! J 




cos — 


sin 


2 n 


x 


smx 


n 


cos — = 


2 


X 


(提 示： 利用 ⑼ 和公式 (3.6.12)0 

( iv ) 若 x = 0,贝 !j 


X 


n 


cos — 


2 


n 


( v ) 令 


2 2 


&i — ^ 


77 ， b n = 


n = 2, 3,…， 


2 


则有 Viet a 公式 


7T 


2 


n 


(提示：利用 （ iii ) ，让 I = 27 T /3.) 

29. 双曲正弦函数和双曲余弦函数分别定义如下 


expx + exp (— x ) 


exp (— x ) 


expx — 


, cosh x — 


sinhx = 


2 


2 


试求以下表示式的类似于正弦函数和余弦函数的 公式： 

( i ) sinh(ar + y ) =? ( ii ) cosh(x + y ) =? ( iii ) cosh 2 x — sinh 

注有的文献中也用以下记法 ： shz = sinha ;， ch;r = cosh 

30 ■设是一个（向右和向下方向的）无限矩阵，它满足以下 


2 


0： =? 


X 


条件 


( i ) 3// eRVme {0 }UN E 

V n—Q 




c 


mn 
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( ii ) Vn G {0} U N ( lim 


0)； 


Crnn 




( iii ) lim ^ c mn = 1. 


n=0 


又设是个收敛序列，且 lim 


记 E 


则 


C 


Sn ， 


S n — S. 


lim t 


= S. 


提亦：考虑以下不等式 




k 


〉: Cmn (^n 一 S) 


E 


tm _ 51 ^ 〉: Cmn (^71 — 5 ) 


+ 


Cmn ^ 


n=fc+l 


有界，由条件⑴，选择一个充分大的 A ; 便可使右端中间项很小，不论 m 取 
什么值.由条件 （ ii )， 一旦 Jfc 取定，选择充分大的 m 便可使第一项很小.由条件 

( iii ) ,选择充分大的 m 便可使最后项很小 j 

注以上结果属于 Toeplitz . 

31. 假设 lim 


Sn 


试证 


5 n = 5 


^0 + + 


+ S 


■ 暑 ■ 


lim 


=s 


(提 示： 这是题 30 的特例 •) 

32. ( i ) 假设 lim 


而0 < Xo < XI < …，且 


S 


— S, 


lim 

^ ™►oo 


X 


又设 


( 1 - ^ ^ (^ n ) 


k 


n = 0, 1， * . • 


Sh , 




k =0 


试证 ： lim t 

这是题 30 的特例 ,) 

( ii ) 假设 lim 


= 5. 


5, 而 


5 n 




t x = {i-x)j2 


k 


n = 0, 1， 


X Sfe, 


k = 0 


试证 ： lim t 


=s. 


1-0 
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(提示：利用⑴和定理 3.6.1.) 
( iii ) 假设 E 


试证：当 | x | < 1时，幂级数 E a n x n 收敛，且 


lim 

— 1 — 0 ^ 


(提 示： 利用 ( ii )0 ^ 

33.设 {a n } 是个实数列， 试证： 若级数 f ‘收敛，贝 ! J 


lim — kak 

1-+00 n 


0 




(提 示： 这是题30的特例 .） 

34. 以下级数中，哪些是收敛的？哪些是发散的？ 

oo 

(1) E 

71 — 

OO 

(2) E 

n— 1 
oo 

(3) E 

Tl1 

35. 级数 E k 称为级数 E & 的一个重排，假若有一个 N 到自身的双 

n—1 n=l 

射使得 


1 n(n + 2) ’ 


(a / - 1); (注这里，答案依赖于 a ) 


(/x > 0). 


Wi € -N(fen ~~ ) * 

设级数 £ a n 绝对收敛，则对于级数 £ & 的任一个重排£ 6 n 必有 

71 = 1 n~l n—1 


E _ u 

art — 


36. 设实数项级数 I ： 收敛，但不绝对收敛. {a n } 中的非负项全体，按 

71=1 

它们在 {a n } 中的先后次序排列，记为 


{ a Tl } 中的负项全体，按它们在 {a n } 中的先后次序排列，记为 


di , ■ ■ * ， d n ，.. 
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试证 


dn = 一00； 

n— 1 

lim dn — 0; 

i — ►oo 

( iii ) 对于任何实数 aeR s 必有级数£ &的一个重排 f & n ， 使得 

n= 1 71— 1 


⑴ E 

71=1 


C n = OO, 


( ii ) lim Cn 




bn 


(提 示： 用以下的办法设计重排.令幻满足条件 


^1 


ki~l 


E 


^ ^ Cn ； 


Cn < a 


mh 满足条件 


Zi —1 

〉 : Cn H~ 〉 : dn < Of < 


ki 


h 


ki 


如此反复施行上述方法，得一 E an 的一个重排.试证该重排后的级数收敛 


于 A ) 


注这个结果属于19世纪伟大的德国数学家 Riemann . 

37. 本题想证明 e 是无理数，用反证法，按如下的方法分三步走.试证 

( i ) 若 e = N / n , 其中 N , n € N , 则有 M G N , 使得 


M 


E 


kV 


n+1 


( ii ) 当 n > 2时， 


E 


0 < 


k\ K nV 


A:=n+1 


( iii ) e 是无理数 . 


进一步阅读的参考文献 


本章介绍的极限概念及其性质可以在以下参考文献中 找到： 

[1] 的第二章介绍收敛概念.但它介绍的是一般度量空间上的收敛概念，实 
数或复数的收敛是作为特殊情形来处理的. 
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[6] 的第二章介绍序列和级数的收敛概念，第二章介绍函数的收敛概念. 

[11] 的第一章和第二章第2,3节分别介绍序列极限和函数极限概念，第十 
一章和第十二章分别介绍数值级数和函数级数.应该说，介绍级数的这两章内容 
十分丰富.本讲义的很多内容（特别是习题）选自这两章. 

[13] 的第一卷第二章和第三章扼要地介绍了序列和级数的收敛概念. 

[14] 的第三章和第四章介绍了序列和级数的收敛概念，第五章介绍函数的 


收敛概念. 


[23] 的第三章较详细地介绍序列极限和函数极限概念. 


第 4 章连续函数类和其他函数类 


§4.1 连续函数的定义及其局部性质 


定义 4.1.1 定义域在 R 上并含有点 d 的（复值）函数/0)称 
为在点 d 处是连续的, 假若 


lim ./ ⑻=/⑷， 


d 


换言之， 


Ve > 03 S > OVx G (d — 5, d + 幻 n {/ 的定义域} (|/( x ) - f ( d )\< e ) 


lim f ( x ) = f ( d ) 的几何解释参看图 4,1 丄 


d 


y 




f (d) -j-s 


M 




M 


— 8 


O 


d-S d d+6 


4*1.1 lim f(x) — f(d ) 的几何解释 


定义域在 R 上并含有点 d 的（复值）函数/⑷称为在点 d 处是 
右连 续的，假若 


lim J ( x ) = /⑷， 


d+O 


换言之， 


Ve > 035 > OVx e ( d，d + (5) n {/ 的定义域} (|/(： r ) - f ( d )\ < e ). 
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定义域在 R 上并含有点 d 的（复值）函数/⑷称为在点 d 处是 
左连续的，假若 


/( x ) = /⑷， 

a— 0 


换言之， 


Ve > 03 J > OV ^ G (d-s,d)n{f 的定义域} (1/ ⑷-/⑻ | < e ). 


定义域是 R 上包含闭区间 [ a ，6] 的一个集合的（复值）函数/⑷ 
称为 在区间 [ a , b ] 上 连续，若函数 f ( x ) 在闭区间 laj 的任何点处均 

连续. 以上叙述在区间 [ a ，6] 换成区间 ( a , b ), [ a ， b ) 或 ( a , 6) 时也适用. 

若函数 f { x ) 在点 c € [ a , 6] 处 连续，则点 C 称为函数 /( x ) 的连续 
点 . /0)的非连续点称为/(4的间 断点. 

不难看出以下 推论： ' 

推论 4.1.1 若实值函数/ ㈤ 在点 c € [ a , 6] 处连续，且 /( c ) > 0, 
则有 6 > 0 ,使得 


Vrc G (c — 5,c-\- S) H [a, b ] ( f ( x ) > 0), 


证因 /( c )/2 > 0 ? 故有 S > Q , 使得 


\/x e ( c - 5 , c ^ S)n [ a , b ] ( f ( x ) e (/( c ) - /( c )/2,/( c ) + /( c )/2)) 


由此， 


Vx G (c — 5 , c + 5 ) fl [ a , b ] ( f ( x ) > 0) ， 


□ 


同理，我们有 

推论 4.1.2 若实值函数 f ( x ) 在点 c G [ cz , 6] 处连续，且 /( c ) < 0, 

则有5 >0,使得 


Vx G (c — 5, c + 5) H [ a , &] ( f ( x ) < 0). 


以上关于定义在实数域的子集上，取值复数的连续函数的概念完 
全可以搬到定义在复数域的子集上，取值复数的函数上去. 
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定义 4.1.2 定义域在 C 上并含有点 d G C 的（复值）函数 f { x ) 

称为在 d 点处是连续的，假若 


lim f ( x ) = /⑷， 

x—^cL 


换言之， 


Ve > 038 > OVx € {/ 的定义域} (\ x - d \<6^ I/O) — f ( d )\ < e ) 


(复值）函数 /( x ) 称为在定义域上连续，若函数 / Or ) 在定义域的任何 
点处均连续. 

根据定理 3.6.1 ( Heine 定理)，函数 f ( x ) 在 d 点连续的充分必要条 
件是,对于任何满足条件 lim x n = d 的序列 { x „}， 必有 lim f ( x n ) — 

f { lim x n ) 

见，常数函数 /㈤ 
的连续函数.事实上，若/⑻ 

若 /㈤ 

定义 4.1.1 中要求的 5 = e 便可以了. 

例 4.1.1 指数函数 expx 是 C 上的连续函数.事实上， 


和恒等函数 f ( x ) 

则 \ f { x ) - f ( d )\ = 0 < e 永远成立. 
贝 ! J \ f { x ) - f ( d)l = \x - d \ < £：在 \x — d \ < e 时成立，即让 


都是 C (或 R ) 上 


= C 


X 




= c ， 


=X ， 


(x — a ) 


n 


a ) — 1| = I expa | 


expx — exp a | = | expa || exp(x — 


n ! 


(x — a ) 71-1 


expa]|x — a \ 


n ! 


n=l 


当 > — ㈨ < l 时， 


< E 

i 丨 n=^ 


(x — a ) n — 


E 


-7 =|e~l 


nl 


J n ! 


n=l 


故对于任何 e >0, 当 | o :- a | < min [ l ， e /(| expa || e - l |)] 时，我们有 


I 

exp a : — exp a < e 


这就证明了 


在 


点的连续性，其中 a 是任意的复 


X 


exp a : = e 


x = a 


在 C 上连续 


数，所以 


expx 
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定理 4.1.1 设函数/⑷和在点 c 处连续，则 （/ + g )( x ) = 
f { x ) + p ( x ) 和 ( fg )( x ) = f ( x ) g ( x ) 在点 c 处也连续.又若分⑷笋0,则 

( f / g )( x ) = f { x )/ g { x ) 在点 c 处也连续. 

此定理的证明留给同学. 

定理 4.1.2 设 J, J c C 是两个复数集合， 

设 y : J 4 c. 若/在点 c 处连续, g 在点 /( C ) 处连续，则 P 。/ 在点 

处连续. 


C 


证 设 £>0，而1^ = {2：£<^:>- g(f(c))l < e} ? 由 9 在点 /(C) 

处连续，必有 5>0 ,使得 


g({u eJ ：\ u - f ( c )\ < 5}) c V ： 

又因 / 在点 c 处连续，有7 > 0,使得 


f({v e I : \v — c \ < 7 }) {u e J : \u — f ( c )\ < (5}. 


故 


[ g 。 f){{v e I : \v - c \ < j }) G g({u e J : \u - f ( c )\ < 8}) c V . 




是 R 上的连续函数.事实上， 


三角函数 


倒 J 4.1. ： 

由定义 3.5.3 


和 


COSX 


smx 


IX 


IX 


—IX 


e lx — e 




e 


e 


和 


smx = 


cosx = 


2 i 


2 


SC 上的连续函数 


由定理 4 丄 1 和定理4,1.2,三角函数 

例 4.1.3 多项式函数 


和 


cos a: 


smx 


n— 1 


p(x) = a 0 十 aix H - h a^-ix 


+ a n x 


是 C 上的连续函数.事实上，由定义3.1.1，常数函数 f ( x ) - c 和恒等 
函数 f ( x ) = z 都是 C 上的连续函数.而多项式函数 


p(x) = ao + aix H - h a n -\X 


+ Ci^lX 
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是这两个函数通过有限多次加法及乘法运算构造出来的.由定理4.1山 
多项式函数是 c 上的连续函数. 

例 4.1.4 有理函数 


p ( x ) 


R ( x ) 


Q(x) 


: S q ( x ) 的根以外的复平面的点上是连续的，其中 


n— 1 


p(x) = 


clq + dix + . , * + a n —ix 




和 


qix ) = b 0 -\- bix H - H b 




是两个多项式.事实上，这是定理 4.1.1 和例 4.1.3 的推论， 


§4.2 (有界）闭区间上连续函数的整体性质 


本节的讨论限制于实数轴的闭区间（本章中述及的闭区间都是指 
有界闭区间!）上定义的连续函数.当然，它也可以推广到定义域是复 
平面的满足某些条件的集合上的连续函数上去.现在我们暂不这样做， 

在第7章中将做出更一般的推广. 

函数在点 d 的连续性的定义（参看定义 4.1.1) 只涉及函数在点 d 

附近的性质.确切地说， 两个在点 d 的某邻域中相等的函数在点 d 处 
将同时连续或同时不连续（点^的一个邻域暂且可以理解为一个包含 
d 的开区间，将来我们要对邻域做出确切的定义).换言之，函数在点 d 
的某邻域外的值不影响它在 d 点处的连续性.为此，我们常称，函数 
在点 d 的连续性是一个局部性质.函数在区间上的连续性是通过函数 
在区间上每一点的连续性来定义的.所以，函数在区间上的连续性仍 
然是通过局部性质间接地定义的.但是，直观上的连续函数却应该有 
一些有趣且有用的性质,它们并不是局部性质.例如，假设是闭 
区间 fa ,6] 上的一个连续函数，若 /( 岣 < 0 < /⑻，则直观上看，区间 
[ a : b ] 内应有一点 C ， 使得 /( c ) = 0. 这个直观上完全可以接受的论断并 
不能从（由局部方式表述的）函数连续性的定义直接得到，它还依赖于 
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kU 


函数定义域 [ a ， b ] 的拓扑性质.具体地说，为了证明它，要用到有限覆 
盖定理或与它等价的其他定理.命题“区间 [ a , 6] 内应有一点 c ， 使得 
/( c ) = 0” 只告诉我们整个区间 [ a ，6] 上有一个具有某种性质的点，并 
未告诉我们该点究竟在区间 [ a ，6] 的何处.因此,它是函数在整个闭区 
间上的性质，常称为函数在闭区间 [ a , fc ] 上的整体性质.本节的 
任务就是要弄清楚局部地定义的函数连续性与它在整个区间 [ a ，6] 上 


质 P 13 的实数域（或由实数域派生出的复数域）上才能建立这种逻辑 
联系，在没有性质 P 13 的数域，例如有理数域上是不可能有这种逻辑 
联系的.换言之，连续函数的整体性质是建立在定义域 [ a , 6] 的拓扑性 
质上的.这也是微积分必须建立在实数域（或复数域）上，而不是建立 
在有理数域上的一个重要理由. 


定理 4.2.1 设函数 f ( x ) 在闭区间 [ a ,&] 上连续，且/⑷ < 0 < 
f ( h ), 则在开区间 （ a ,6) 内至少有一点 a ， 使得 /( a ) 

证令 


0 . 




5 = {cc € [ a , b ] : f ( x ) < 0}. 

显然， aeS . 故 S 一 0. 又因6是 S 的上界，故 S 作为一个非空有上 
界的集合,应有上确界.记 


a = sup S 


我们要证明 


f ( a ) = 0. 

设 /( a ) > 0. 因 a € [ a ， fe ]， 故 }{ x ) 在点 a 处连续.由推论 4.1.1, 

有5 > 0,使得 


Vx G (a — 5, a + <5) n [a, b](f(x) > 0) 


sup 5, 故至少有一点 y G S n (a — 5, a ] n [ a , 6]. 


另一方面，因 

因 y G S ， 故 /(y) < 0. 而 y G (a — 5, aj Pt [a，&] C (a — 5, a + 5) n [a ， b ]， 

故 f ( y ) > 0. 这个矛盾证明了 f ( a ) ^ 0. 这同时也证明了 a 一 6. 

再设 /W < ◦ •因 f ( x ) 在点 a 处连续，故有 J > 0,使得 a + J < 6, 


且 
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\/x G (a — S } a S) 0 [a, b](f(x) < 0). 

sup S' ? 故至少有一^点 y e 5 C n (a, a + (5) n [a, 6]. 因 y G 5 C ， 

故 f(y) > 0_ 而 y G (a, a+ 5) n [a, 6] C (a —6，a + J)n[a ，&]， 故 f(y) < 0. 

这个矛盾证明了 /( a ) > 0 .故 /( a ) = 0, 证毕 

推论 4.2.1 (介值定理，或称中间值定理）设函数 f(x) 在闭区 
间 [ a , 6] 上连续，且 /( a ) < c < /⑻或/⑷> 

( a , b ) 内至少有 一 点 a , 使得 /( a ) 

证在 /(a) < c < / ⑻时，对函数 


因 


a = 




/⑻，则在开区间 


C > 


— C. 


g (工） 二 /( 工） 一 


C 


应用定理 4.2.1 便得结论. 

在 /( a ) > c > /⑻时，对函数 


5㈤ 


/㈤ 


c — 




应用定理 4.2.1 便得结论. 

例 4.2.1 考虑方程 




2 


= 2 


X 


因函数 a ; 2 在 R 上连续，又 I 2 = 1 < 2 < 4 = 2 2 ,方程 P = 2在区间 

(1,2) 内至少有一个根.又因函数: r 2 在区间（1，2)内单调递增，即 


工 2 < 2/ 2 , 


x < y => 


故方程: r 2 = 2在区间 (1,2) 内恰有一个根.记此根为力. 

在中学里已经证明（本讲义的命题 2.3.1 的证明中又复述 了)： x /2 赛 
Q . 这说明了，在 Q 上连续的函数 / Oz ：) 二 a ; 2 没有介值定理所保证的 
性质： 因为/( I ) = 1, /(2) = 4,但没有一个 xeQ 使得 f ( x ) = 2. 换言 

之，对于 Q 上的连续函数是没有介值定理的. 

下面我们要讨论闭区间上连续函数的另一个性质. 

定理 4.2.2 设函数 f ( x ) 在闭区间 [ a , 6] 上连续，则函数 /( or ) 在 

闭区间 [ a ，6] 上有界. 
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证令 


S = {ye [ cij ] :/在 [ a ， y ] 上有界 }• 

显然， aeS . 故5^0,又6是 S 的 上界. 因而 S 有上确界，记 


sup S . 


因/在 a 处连续，/在 a 的某邻域内有界，故 a > a , 

先证： /在 [ a ， a ] 上有界.显然， [ a , a ] C [ a , 6]. 由函数 / 在 a 处连 

续，有 <5 G (0, a - a )， 使得 |/| 在 [a - a ] 上的值不大于 \ f ( a )\ + 1, 因 

而 / 在 [a — 5， a ] 上有界，因 a = sup 5,必有 y € Sfl [a - S , a ]. f ^ 
[ a , y ] 上有界.故函数 / 在 [ a , a ] = [ a , y ] U [ a -5, al 上有界.换言之， 


OL S 


再证 ： a = b . 不然， a <& 由函数 / 在 a 处连续，有 5 e (0,6- a )， 
使得 |/| 在 [ a , a + <5] 上的值不大于 |/( a )| +1, 故 / 在 [ a , a + ^] C [ a , 6] 
上有界.因而,/在 [ a , a + fl = [ a ,«] U [ a , a + <5] 上有界.这与 a = sup S 

矛盾.这样，我们证明了 / 在 [ a ,6] 上有界 

例 4.2.2 函数 f(x) = l/x 在开区间（0, 1) 上连续，但无界.这 
说明， 若把定理 4.2.2 中的闭区间换成开区间 （或 半开半闭区间)，结论 
就未必成立了. 

下面这个定理是定理 4.2.2 的加强形式,它又是定理 4.2.2 的推论. 

定理 4.2.3 设函数 f(x) 在闭区间 [ a , b] 上连续 ， a ； = sup f(x), 

则函数 / 在闭区间 [ a , 上达到这个上确界 a , 即有 

同样，函数/ ㈤ 在闭区间卜 6] 上达到下确界.换言之，函 
数 f(x) 在闭区间 [ a , 6] 上的上确界是函数 f(x) 在闭区间上的最 

大值,函数 /(： r ) 在闭区间 [ a , M 上的下确界是函数/⑷在闭区间匕 
上的最小值. 


□ 


a^x^b 


[ a , b ] ,使得 


c G 


f ( c ) 


注闭区间 [ a ,6] 上定义的函数 / 称为在点 c e [ a ， b ] 达到最大 


值，假若 


Vx e [ a ,6](/( x ) ^ /( c )). 

这时， c 称为函数/的最大值点， /( c ) 称为/在上的最大值 
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相仿地，可定义/在上的最小值点及/在 Ml 上的最小值 

证因 

个上确界 a ， 则 


f ( x ), 若函数/(岣在闭区间 [ a , 61上达不到这 


a = sup 

xe[a ， b] 


Vx G [a, b ]( f ( x ) < a ) 


令 


g (^) 




/o) 


a — 


因分母 a - /(: r ) 在 [ a ，^ 上永远取正值，因而永远不为零， g 在 [ a ， 纠上 
连续.由定理 4.2.2, 函数 g 在 [ a , 6] 上有界，即有 MeR , 使得 

V:c e [a ， 6] fg(x) 


彡 M . 


— /㈤ 


a 


故 


Vx € [a, 6] f ( x ) < 


a —— 


M 


这与 


sup f ( x ) 

x€[a,b] 


矛盾.所以，函数/⑷在闭区间 [ a ，6] 上达到上确界.同理可证，函数 
f ( x ) 在闭区间 laj 上达到下确界. 

下面我们要引进一个重要的概念. 

定义 4 . 2.1 设函数 f { x ) 定义在 _D C R 上.我们称 / Or ) 在 D 

上是一致连续的，假若 


□ 


Ve > 03 S > 0 Va ; ? y e D(\x — y \ < S \ f { x ) — f { y )\ < s ) 


应该指出，函数 / Or ) 在 jD 上连续的条件是 


Vx G Die > 0 彐 5 > OVy G D {\ x - y \ <5^ |/0r) — f ( y )\ < e). 


这里的 6 既依赖于 e 又依赖于: r ， 它可以写成 <5 = 5( e 7 x ). 但一致连续 
定义中的 <5只依赖于 e 而不依赖于: c ， 故可写成 = 6( e ). 


4 章连续函数类和其他函数类 


130 


例 4.2.3 定义在区间 (0, oc ) 上的函数 


f ( x ) 


sm — 




X 


是区间 (0, oo ) 上的连续函数，但不是该区间上的一致连续函数.连续 
性由定理4丄2推得.不一致连续性可以如此 得到： 


= 2, 


sm 


— sm 


l/((n-|)7r) 


V(( n + i) 丌 ) 


但 


(n — *)7r (n + |) 7 r (n 


2 


) 


7T 




4 


由 Archimedes 原理， 


Ve > 0 彐 n € N 0 < 


< £ 


(^ 2 - \) 


丌 


所以， / 不是区间 （0, oo ) 上的一致连续函数.这个例告诉我们，一致连 
续性与连续性之间是有差异的.但是，在闭区间上定义的函数的连续 
性与一致连续性是等价的.为了证明这个结论，我们先引进两个引理. 

引理 4.2.1 函数/定义在闭区间 [ a , 6] 上 ， C G [ a , 卟若/在点 
处连续，则对于任何 e >0, 有一个正数使得区间 [ c - S,c + 6] n [ a , b ] 
中的任何两点: r ， y 都满足不 等式： 


c 


1/㈤ -f(y)\ <£ 

证函数/在闭区间 [ a ，6] 的点 c 处连续，故 

Ve > 035 > OVa: G [c — (5 ? c + 5] fl [a, b](\f(x) — /(c)| < e/2) 

所以，对于一切 X,y e [c - 5, c + ^] n [a, 6], 有 

1/ ㈤- f{y)\ ^ 1/ ㈤- /(c)I + |/(C) - f(y)\ < 2e/2 

引理 4.2.2 设函数 / 定义在闭区间 [ a ,6] 上， a < c < d < 若 

对任何 e > 0, 有& > 0 和心 > 0,使得 

e [a,d](\x-y\ < 5i ^ \ f(x) - f(y)\ < s) 




= £ 


4.2 (有界）闭区间上连续函数的整体性质 


131 


及 


Vx，y e [ c , b ](\ x - y \ < 5 2 ^ \ f { x ) - f { y )\ < e ), 

令 5 = min (〜，心， d — c ) ， 则 

Vx，2/ e [a,6](]x - y \ <d ^ \ f ( x ) - f ( y )\ < e). 

证 设： r, y G [ a ，6] 且 |x _ J = min 

中有一个不大于 C， 则: c 和 2 / 均在 [ a，d] 中，因而 \ f ( x ) — f ( y )\ < £：. 若 
和?/均大于 c, 则: r 和 y 均在 [c, 叫中，故也有 \ f ( x ) - f ( y )\ < e. 口 

定理 4.2.4 设函数/在闭区间 [ a ， b ] 上连续，则函数/在闭区 

间 [ a , 6] 上一致连续. 

证假若/在 [ a, 上不 一 致连续,则有一个5 > 0使得 

> 03 x , y e [ a , b ]((\ x - y \ < 6 ) A (\ f ( x ) - f ( y )\ > e )) 

选定一个满足条件 （4.2.1) 的 e > 0 .令 


(5 1 ,5 2 ,d- c). 若 ： r 和 


y 


x 


(4,2,1) 


S = {z e [a, b]:3S> OVx T y e [a,z](\x - y\ < 5 \ f(x) - f(y)\ < ^}. 

(4.2.2) 


因为 a G 夂故 5* # 0, 又 hlS 的上界，所以 S 有上确界，记为 


(4.2.3) 


sup S' 


a = 


我们要证明 
0>0 ,使得 a + 2(3<bK 


b. 假设 a<b. 因 / 在 a 处连续，由引理 4.2.1 ，必有 


a = 


G [a - 2/?，a + 2/5] n [a,6](|/(a:) - f(y)\ < s). 


(4.2.4) 


我们要证明 a + 2 /? € & 设 a;，y G [a 5 a + 2/?] n [a ， 6 ], 下面的讨论对两 
种情形分别 进行： 


{x,y) ^ a-f3. 这时， x,y e [a, a—/3/2]. 由 （ 42.3) ， a~(3/2 G 
s. 再由 (4.2.2), 36i > 0([x - 2/1 < <^1 \f(x) - f(y)\ < 5 ) 

(2) max(x } y) > 

«•. 

e [a -2(3,a + 2(3} => \ f(x) - f(y)\ < e. 


( 1 ) 


max 


/?_ 这时，选取心 < /?/2, 贝 lj \x^y\<6 


a — 


2 
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令5 = min ( U 2). 我们都有 

Vx,T/ € [a,a + 2^]n[a,b](\x ~y\ <5=^ \ f(x) - f(y)\ < e). 

故 a + 2/3 G 义这与 a^snpS 矛盾.这个矛盾证明了 a = 6. 

现在我们可以证明： a 二 be S . 因/在&处连续，由引理 4.2.1, 

有 一 个 77 > 0 , 使得区间 [b - 7], b] 中的任何两点:都满足不等式： 

|/0r)-/(y)j <e. 


m h - 7)/2 e S , 故有 <5 3 > 0,使得 


V^,?/ G [a, b - tj/2] (\x -y\ < S 3 => \ f ( x ) - f ( y )\ < e) 

由引理 4.2,2, 令 J 


(知， r ?/ 2 )， 我们有 

Ve > 0 Vx , y G [ a , b](\x - y \ < S \ f ( x ) - f { y )\ < e ) 

beS . 它与 （4,2.1) 矛盾. 

本节在证明闭区间上连续函数的整体性质时，都是直接利用了第2 
章中有界集在 H 中的确界存在的性质 ( P 13). 但完全可以利用其他的 

定理（例如， Heine - Borel 有限覆盖定理， Cantor 区间套定理， Bolzano - 
Weierstrass 聚点存在定理， Bolzano - Weierstrass 有界列的收敛子列存 

在定理等）去完成证明，假若用得巧，后者常更简便.同学们可以自己 

尝试去做（参看 4.5 节题21，22和 23). 定理 4.2.4 的最直接的证明也 
许是利用 Lebesgue 数的证叽参看45节的题 2. 


= mm 


而这就是 


□ 


§4.3 单调连续函数及其反函数 


命题 4.3.1 设/是定义在闭区间上的单调递增（或单 
调递减）的连续函数，则/是闭区间 [ M ] 到闭 E 间 [/ ⑷,/⑻](或 
f / ⑻，/⑷])的双射.这时，它的逆映射（或称反函数 V — 1 也是单调递 
增（或单调递减）的连续函数.反之，设/是定义在闭区间 laj 上的 
连续单射，则/必是定义在闭区间 [ a ，6] 上的单调递增或单调递减的 


函数 
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证先证命题的前半部分.不妨设/在闭区间 h 6] 上单调递增， 
单调递减时证明相仿.因 


^ V (x < y) V (x > y) 

=> (/W < f{y)) V (f(x) > f(y)) => f(x) ^ f(y), 


故 / 是单射.同时，还有 


Vx G [a,b](f(x) e [/ ⑷，/⑻]) 


又由介值定理， 


Vy € [/(a) ， f(b)]3x e [a, b}(f{x) =y) 


故 / 是满射.所以， / 是闭区间 [ a ， b ] 到闭区间 [/ ⑷，/⑽的双射，它 
的反函数/- 1 必是单调递增的.若不然， 

, y2 e [/ ⑷， /( 蚓 (2/1 < 沿且 f - 1 (yi) > f~ 1 (y2))^ 




> f^(y2) =^m= > f{f~ l {y2)) = 2/2 


这与 yi < y 2 的假设矛盾. 

设{如}是/([<1，6])中的一个单调序列，且 y n -> y . 因序列 {/ _1 (2/ n )} 
单调有界，故 lim f-\y n ) 存在.因/连续，故 


/( lim 厂 D) = lim /(/™D) 

' n—^oo n—^oo 

因 / 是单射，有 


nrHy)) 


lim 


Vn = y 




lim /— 1 ㈤ = f^\y) 


这就证明了 /- 1 的连续性. 

再证命题的后半部分.设/是定义在闭区间匕上的连续单射， 
又设/非单调，即既非单调递减，又非单调递增，则有 x , ye [ aM 使得 


$ < y , 且 /0) < f ( y )., 


(4.3.1) 
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G [a, b ] 使得 


又有 


z，w 


且 /W > fM . 


(4,3.2) 


z < w, 


为了证明两个不等式（ 4 义1)和 (4.3.2) 将导致矛盾，先证明三个引理. 

引理 4 . 3.1 设/是定义在闭区间 [a, 叫上的连续单射 ，又 w'x 心 
[ a , 6] 使得 


w < x < y ， 


则“/ ㈣ < /㈤ < f ( y )” 与 “/ ㈣ > /㈤ > f{yf 中至少有一个（当 

然:也只有一个!）成立. 

证设 f ( w ) < f ( x ), W f ( y ) < f { x ), 这时， ( f { w ), f ( x )) O ( f ( y ), 

f ( x )) 7^ 0. 任取一点 

u G ( w , x ) 及 ^ e ( x ， 2 /), 使得 


( f ( w ) J ( x )) n ( f ( y ) J ( x)l 由介值定理，有 


c G 


/ ⑻ 




=c 


这与 f 是单射的假设矛盾.故 f(w) < f(x) 时必有 f(w) < f(x) < f(y) 

同理， f(w) > f(x) 时必有 f(w) > f{x) > f(y) 

引理 4.3.2 设 / 是定义在闭区间 [ a ， ft ] 上的连续单射 ，又 
[a,b] 是三个互不相等的数，则以下三个数必同号： 

/(y) - /⑷ f{y) - /W /⑷- /W 

y-w 

证因为 (4.3.3) 中三个数均与 

由引理 4.3.1, 或者 f(w) < f(x) < f(y), 或者 f(w) > f(x) > 
f ( y ). 前一情形时， (4.3.3) 中三个数皆正.后一情 形时， (4.3.3) 中三个 

数皆负 


□ 


(4.3.3) 


y-x 


X — W 


的次序无关，不妨设扣< 




^ < y 


4 




引理 4.3.3 设/是定义在闭区间 [ a ，6] 上的连续单射，又 
<E [ a , b ] 是四个互不相等的数，则以下两个数必 同号： 

/( y ) - / ㈤ /⑷-/ W 

y -^ 

证由引理 4.3.2 * (4.3.4) +的两个数均与 

f ( z ) - f ( x ) 






(4.3.4) 


z — W 


z — X 
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同号. 




现在我们可以完成命题 4.3.1 的后半部分的证明了. 

引理 4.3.3 的结论告诉 我们： （4. 3 .1)和 (4.3.2) 不能同时成立.命 
题 4.3.1 的后半部分证毕. 

例 4.3.1 因 


□ 


V — 

乙几！， 


expo : = 


故 


x > 0 exp ^; > 1. 


由此， 


y > x > 0 exp 2 / = expz . exp(y — x ) > expx . 


故指数函数 exp 在区间 [0, oo ) 上是递增的取正值的函数.又因 exp (- o ;) 

= (exp x )-\ 指数函数 exp 在区间 (- oo , oo ) 上是递增的正函数.指数 
函数 exp 是闭区间 [ a , 到闭区间 [exp a , exp 6] 的单调递增函数，因而 

是双射，其中 a , 6是任意两个满足不等式 

3.7 节题 6( vi ) 和 ( vii )) 


b 的实数.又因（参看 


a < 


U [a, b ] = R , [J [expa ， exp6] = (0,oo )， 


a,b€R 




故指数函数 exp 是 R 到开区间 （0, oo ) 的双射. 

定义 4.3.1 指数函数 exp 的反函数，记做 In 

然）对数函数. 

In 是开区间 （0, oo ) 到 H 的单调递增函数. 

注（自然）对数函数也常记做 log . 在英语与德语的文献中常用 
log , 俄语与法语的文献中则常用 In . 我国的文献中似乎常用 In . 遵从 
我国文献的习惯,本讲义暂且用 In = exp - 1 . 


\称为（自 


= exp 


由于 


exp(x + y ) = 


expx expy ， 


我们有 


\n(x . y) = In x + In y 


(4,3.5) 
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定义 4.3-2 设 z > 0,而2/ G R ， 我们定义 


(4,3.6) 


x y = exp(y Inx ) 


下面两个推论是定义 4.3.2 的直接推论，证明的细节留给同学自行 


补出了 


推论 4.3.1 对于任何 a ; > 0和 y G R ， 我们有 


(4.3.7) 


^( x ^) = yin x 


推论 4.3,2 设 ; r > 0,而 y ， R ， 则有 


y+^ — 


推论 4.3*3 设 a ; > 0,而％ z € R ， 则有 


( xV ) 


证由推论 4.3.2 和归纳原理，有 


Vn e N(， n = (#广) 


又由定义 4.3,2, 有 


( x y )° 和 


*0 


= ( x y ) 


x y 


由此，我们有 


VnGZ(x” = (xT 》 


由此 


Vr G Q ( x ytT = {^ y Y ) 


由 exp 的连续性和定理 4. L 2 知， M 当 a : 固定看做 y 的函数时是连续 
的，因此 


\fz G H ( x y ' z = ( x y ) z ) 
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§4.4 函数列的一致收敛性 


在集合 S 上有定义的函数列 { f n { x )}^ =1 称 为在点 
若数列 {/ n ( a)}~i 收敛.若对一切 ae 5, 函数列 { f n ( x )} 在点 a 收 

敛,则称该函数列在 S 上收敛 或称在 S 上逐点收敛. 

定义 4.4.1 在集合 S 上有定义的函数列 { fn { x )}^ =1 称为在 S 

上 一 致收敛 于函数 P (: C ) 的，若 

Vs > 0彐 iV e NVx G Sin ^ N (\ f n ( x ) — g ( x )\ < s ). 

在集合 S 上有定义的函数列 {^ nix )}^ 构成的级数 


处收敛， 




称为在 S 上 一致收 敛于函数 〆 ; r ) 的，若它的部分和 


( x ) — ^pj (^) 


构成的函数列 { s n ( x )} 一致收敛于 g { x ). 

显然，在 S 上一致收敛于函数 pOr ) 的函数列必在 S 的每一点上 
收敛于函数 g { x ). 

注1 上述定义中的关于一致收敛的条件可以改写成以下等价的 


形式 


Me > QBN € NVn > AT (sup |/ n (^) — ^(x)| < e). 

xES 

注 2 上述定义中的 S 可以是很一般的集合,特别，可以是复平 
面的子集.下面的讨论主要是对实数轴的子集的情形进行的.同学们 
可以对每一个命题都问 一问： 假若搬到复平面的子集上，结果如何？ 

例 4.4.1 函数列 {( sin nx)/n } 在 R 上一致收敛于 0. 这是因为， 

对于任何 e > 0,取 TV = [ 1 / e ] + 1 (注意： iV 不依赖于 a :!)， 便有 


sm nx 


Vn ^ iVVx G R 


彡 一 < e 
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例 4.4.2 函数列 { sinx } 2n 在 R 上收敛于函数 

1， 若 a ; = ( A : + 1/2)7 t ， 

0，其他， 

其中 /c 是任何整数.但函数列 { sina:} 2n 在 R 上不一致收敛于 g { x ). 

函数列 { sin : r} 2n 在 R 上收敛于是容易检验的.不一致收敛 

是连续的，由介值定理， 


5 ㈤ 


性可以检验 如下： 因为 


sm^ 


VnG NS % e (0,7 r /2)( siny n = ( l /2) x / 2n ) 


由此， 


(sin 恥产 




2 


故 


\ 9 ( yn ) ~ (sin y n ) 2n = 

送说明函数列 （ sinx) 2 " 在 R 上不一致收敛于 g ( x ), 或称函数列 
(sina:) 271 在 R 上收敛于 g ( x ) 是不 一 致的 . 

定理 4.4.1 假设在区间 [ a , 6] 上的连续函数列 { f n } 一致收敛于 
函数仏 则 g 在 [ a ，6] 上也连续. 

证由于 { U } 一致收敛于 P . 任意给定了 e > 0,有 iV € N , 对 

一 切 N 和一切 ; c e [a, &]， 有 |^(x) - f n ( x )\ < e/3. 设 c e [a, 6 ]，由 

于 fN 在点 c 处的连续性，有6 > 0,使得当 |;r - c | < 6且 z e [ a ，6] 时， 

|/jv ㈤— /jv(c)| < e/3 .故 


2 


\g{x) - 5(c)I ^ b ( 工）一 In(x)\ + \/n(x) - /n(c)\ + |/n(c) - g{c)\ 

£ 8 £ 

< 3 + 3 + 3 ==£ - 

■ 

这就证明了 0 在点 c 处的连续性. 

注例 4.4.2 告诉 我们， [ a , &] 上的连续函数列 {fn} 不一致收敛的 

极限函数 g 不一定连续. 

定理 4.4.2 (函数列一致收敛的 Cauchy 准则）定义在 S 上的 

函数列 {fn} 一 致收敛的充分必要条件是： 


□ 
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Ve > 03 N e NVx 6 5 Vn，m 彡 N (\ f n ( x ) - f m ( x )\ < s ) 


(4.4.1) 


证必要性的证 明：设 { U } 一致收敛于分，贝 |J 


\ te > 03Ne NVn ^ N\fx e S (\ f n ( x ) - g ( x )\ < e /2) 


若 


彡 贝 y 


m , n 


^ x ^ S {\ f 7 l ( x )- fm ( x )\^：\ f n ( x )- g ( x )\-\-\ g ( x )- fm ( x )\<£/2 + s /2 = e ), 

必要性证毕. 

充分性的 证明： 假设条件 (4.4.1) 满足•由 Cauchy 收敛准则，对于 

任何 xeS , 数列 { f n ( x )} 收敛■记 


g ⑻= lim / nO )， 


则 


\ g { x ) - fm(x)\ = lim |/ n ⑷一 / m (工 )| 

n ― ►oo 

E 白条件 (4.4.1), 只要 m ^ N , 对于一切 


g ( 工）一 fm{x)\ = lim \fn(x) - fm { x )\ ^ e 


这就证明了 { f n } 一致收敛于 5 

注定理中关于一致收敛的充分必要条件 (4.4.1) 可以改写成以 
下等价的 形式： 




Vf > 03 N e NVn, m > 7V(sup |/ n (x) - f m ( x )\ < e ) 

xes 

推论 4.4.1 在集合 S 上有定义的函数级数 


^2^Pn(x) 


在 S 上一致收敛的充分必要条件是 


^ 7 = 1 / 


Ve > 03N e NVn ^ N\/p e NVx G S 
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此推论的证明留给同学自行补出. 

定理 4.4.3 ( Weierstrass 优势级数判别法） 设（数值）级数 

I ： 收敛，在集合 S 上有定义的函数列 { ifnix )}^ 构成的级数 


OC 




(4.4.2) 


满足条件: 


Vn G NVx G *5(| y ? n ( x )| < a n ) : 


(4.4.3) 


则级数（ 4 . 4 . 2 ) —致 收敛. 

证 因级数 f > n 收敛，故 

71=1 


Me > 03N e NVn > JSTip e N 


注意到条件 （4.4.3)， 我们有 




Ve > 03N e NVn 彡 iVVp G NVx G S 


由推论 4.4.1, 函数级数（ 4 . 4 _ 2 ) —致收敛 

定理 4.4.4 设幂级数 


□ 


E 


(4-4.4) 


的 Cauchy-Hadamard 收敛半径 （3.5,1) 是 


(4.4.5) 


> 0 , 


9 = 


则对于一切 r e (0， p ) 5 幂级数 (4,4.4) 在复平面的子集 { xeC :\ x \^ r } 
上 一 致收敛.因而幂级数 (4.4.4) 在复平面的子集 { a ; € C : | x | < p } 上 

代表一个连续函数. 

证 因0 < r < P ， 选 一 个 k G (r, p ), 则级数 E a n k n 收敛.故 

n—0 

(参看定理 3.3.1) 
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lim a n k n = 0. 


固此，有 TV G N 使得 


Vn 彡 7V(|a n fc n | ^ 1) 


与 | x | 彡 r < / c 时， 


Vn > 7V( |a n x n | = \ a n k 












k 


k 


k 


而当 |: r |< r < fc 时，等比级数 


71 = 0 


收敛，由定理3.3.3,命题 3.3.1 和 Weierstrass 优势级数判别法,幂级数 

(4.4.4) 在复平面的子集 {；r G C : | rr | < r } 上 一 致收敛.所以，幂级数 

(4.4.4) 在复平面的子集 { xeC :\ x \^ r } 上代表一个连续函数.又因 

{ a : G C : | rr | < p } =匕| {x € C : | x | ^ r }, 


0<r<p 


故它在复平面的开圆盘 {x G C : |x| < p) 上代表 一 个连续函数. 

推论 4.4.2 函数 

证这三个函数的收敛半径都为无穷大. 

推论 4.4.3 函数 In a : 在半直线 (0, oo ) 上连续. 

证函数 Inz 是单调连续函数 expx 的反函数，故连续 




在 C 上连续 


和 


exp x，sin x 


cosx 


□ 




§4-5 习 


1. 设 p : [ ct ，— > [ a , &] 是连续映射 } 试证：有 c G [ a , b ] 使得 < p ( c ) 

(提 示： 把介值定理用到映射 id - W 上去0 
注 使得 P ( C ) = C 的 C 称为映射 V ?的不动点.上述命题称为[<1， &] 4 [<2, 6] 

的连续映射的不动点定理. 

2. 设函数/在 [a, 6] 上连续，利用引理 4.2.1 及 2.5 节题 9 证明函数/在 
M ] 上一致连续. 


C* 
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3. 设函数/和函数列在 [ a ，&] 上连续，又设 


Vx G [ a , 6 ]Vn G N (< p n ( x ) ^ (/? n +1 ( a :)) 


且 


V^c G d , 6]( lim v ? n ( a :) = /( x )). 


试证 


( i ) 对于任何 r G Ja ，6] 和任何 e > 0 存在一个依赖于 x 和^:的 8( x } e ) > 0 
和一个依赖于 a ： 和6：的 N ( x , e ) G N , 使得 


Vy G (x - (5(x 5 e ), x -\-6( x , e))Vn ^ N { x ， e ){\< p n ( y ) - f{y)\ < e )； 


(提 示： 注意以下不等式 


l^n(y) - /(y)l 彡 kjv(w)( 2 /) - f(y)\ 

彡 \pN(xMy)— 仰 —)0)| + I^n(x, 6)(^) - /㈤ 1 + 1/㈤- /(y)l-) 


( ii ) 在闭区间 [ a ， b ] 上 Wn —致收敛于 /• 

(提 示：用 Heine - Borel 有限覆盖定理，即2,5节题 6.) 

注结论 （ ii ) 称为 Dini 定理. 

4.设 { c ^ Or )} 和 { P n ( x )} 是两个定义在区间 [ a , 6] 上的函数列，记 


71 


Bn { x ) = y ^(3 j ( x ), 


n G N , 


j=i 


证：⑴ 下述恒等式成立 




fc+p— 1 


^2 aj { x ) Pj ( x ) = Y 2 K a j ( x ) ^ a 3-^ i ( x ))( B j ( x ) - B h - l ( x ))\ 


j—h 




+ a k + p ( x )( B k + p ( x ) - Sfc - i ( x )); 


( ii ) 若 ( B n ( x ) - B k ^( x )) 是一致有界的函数列，即有 L e R , 使得 


VnG NVxG [ a , b ](\ B n { x ) - B k ^{ x )\ ^ L ), 


而对于每个给定的 x G [ a , 6], { a n ( x )} 是单调（不增或不减）数列，即 


Vx 6 [a, 6](ai(x) ^ a 2 (x) < . . • < a n (x) < * • •) 


(4,5J) 
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或 


(4.5.2) 


Vx e [ a , 6]( ai ( x ) > a 2 { x ) 彡…彡 o ^ n ( x ) ^ …）， 


则 


#C 十 P 


^ 2 a j ( x )/ 3 j ( x ) < L (\ a k ( x )\-\- 2 \ a k + p ( x )\) 


( iii ) 若函数级数 E Mx ) * [ a ， b ] 上一致收敛，而函数列 { a n ( x )} 在 [ a , b ] 

n=l 

上单调且一致有界，即（ 4 . 5 .1)或 (4.5,2) 成立，且有 M € R ， 使得 

Vrc G [a，&]Vn G N (| a n ( a ;)| ^ M )， 


则函数级数 


^ a n {x)l3n{x) 


tE [ a , b ] 上一致 收敛； 

( iv ) 若函数列 { a n (^)} 单调，即（ 4 . 5 .1)或 (4.5.2) 成立，在 [ a , b ] 上一致趋 
于零，而且有实数 M 使得 


M ] [爲 ㈤ , 


Vn 6 NVx G 


则函数级数 


^ a n ( x )/ 3 n ( x ) 


在 [ a , b ] 上一致收敛. 

注 以上⑴ 中的等式称为 Abel 变换； （ iii) 称为 Abel —致收敛判 别法; 
( iv ) 称为 Dirichlet 一 致收敛判 别法. 

5. 设幂级数 f 


的收敛半径是 P ， 且数值级数 


a n x 


E 


Ch%P 


收敛，则上述幂级数在[0,川上是一致收敛的.因而该幂级数的和在 [ o ， P ] 上是 
连续的. 


提示： 注意到 


a，n p 


E 


p n 
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致收敛判别法便得^ 


用上题的 Abel — 

注本题的结论称为 Abel 关千幂级数的第二定理. Abel 关于幂级数的 

第一 定理已包含在 Cauchy - Hadamard 收敛半径公式中了. 

6.设/在区间 ( a ， b ) 上单调 不减.试证： 

( i ) C e ( a ， b ) 是/的间断点，当且仅当 


/(c —0) = lim f ( x ) < /(c + o ) = lim rt /( rr ); 

c—0 — 一 


( ii ) 若 c，d e 是 / 的两个不同的间断点，贝 U 


(/(c-o),/(c + 0))n (/(d - 0)， /(d — o )) 二 0; 


( iii ) /的间断点全体是至多可数集.（提 示：用 1.6 节的题 23( ii )0 
又问： /在区闾 ( a , b ) 上单调不增时的相应的结论是怎样的？ 

7•设 {/ n ( x )} 是区间 ( a , 6) 上的一个函数序列， { k n } 是一个正数序列，级 
: E k n 收敛，又设极限 


lim fn(x) ( n = l ，2, …) 


ffn — 


n+O 


存在且有限，而不等式 


\fn(x)\ < 对 一 切 z € ( a , 6) 和 n = 1, 2, * " 


成立，则 


( i ) Vx e ( a ,6) 级数 E fn{x) 收敛; 


( ii ) 级数 E ffn 收敛; 


n=l 

oo 


( iii ) lim U ㈤ =E 9^ 

x ~^a+0 n ^i n=X 

(提 示：把 Weierstra ^ s 优势级数判别法的证明和定理 4.4.1 的证明结合起 


来便得 .) 


8. 设 / :R — R 是 R 上的连续函数.对于 x G R , 若有 y > x 使得 

f{y)> f(x), 则称 x 是/的一个阴影点.假设是这样一个由阴影点组成 
的开区间，而它的端点 a 和6均非阴影点. 试证： 

⑴若 x 是阴影点，则有0 0,使得开区间 （0； - e，x + 幻中的点都是阴影 


点; 
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( ii ) Vo: e ( a , fe )( sup{y G [ x , b ] : f ( y ) > f ( x )} = 6)； 


(提示：若 snp{y e [ x , b \ : f ( y ) ^ /( x )} < 6,则 sup{y £ [ x , b ] : f { y ) ^ 

G [ x , 6] : f ( y ) ^ 


/( sup{y 


/(X)} G ( a , 6) 是阴影点.故有 z > b , 使得 /(z) > 


> m . 由此将得出 & 也是阴影点的结论 

( iii ) Vx e ( a ,6)(/( rc ) ^ /(6)); 

(提 示： 利用 （ ii ) 的结果，用反证法证之 .） 

( iv ) /( a ) ^ /⑼； 

(提示： /( a ) = lim f ( x ).) 

x — ►a+O 

( v ) f ( a ) = f ( b ). 

(提示：若 f ( a ) < /⑼，则 a 也是阴影点 .） 

注以上结果 （ i ) 和 （ iv ) 常称为 “日出引理”. 在第10章的引理 10.7.3 中 
要用这里的结果. 


9. ⑴设/ : R — R 是 H 上的连续函数，且 Va : € RVy G n ( f ( x -^ y ) 

/( y )). 试证： 


/ ⑷ + 


Va：G K ( f ( x ) = / ⑴ *). 


(提本：先证 x — 0 x = 1 时结论成立.然后证明 x E Z 时结论成立.进 
一步证明 xeQ 时结论成立.最后证明 xen 时结论成立.只有最后一步用到 
/ : R — R 是 R 上的连续函数的假设 .） 

( ii ) 设 / : R — : R + \{0} 是 R 上的连续函数,且 Vx e RVy e R ( f ( x + y )= 
m . m )， 试证： 


Va；6 R(/0r) = /(I)*). 

(提示：令 P = log /( i ) 。/，把⑴的结果用到 5 上 _) 

( iii ) 设 / : R + \ {0} — R + \ {0} 是 R + \ {0} 上的连续函数，且 Vx 

R + \ {0} Vt / G R + \ {0}( f ( x ^ y ) = /( x ) • /( y )). 试证： 


€ 


In/(e) 


VxeR +\ {0}(/( x ) 


=X 


(提不：令 5 = / o exp , 把 （ ii ) 的结果用到 y 上 ,） 

( iv ) 设 / : R +\{0} — R 是 R + \{0} 上的连续函数，且 Vz e R + \{0 }Vy G 

R +\ {0}( f ( x - y )^ / Or ) + f ( y ))• 试证： 


Vx e R + \ {0}( f ( x ) = /( e ) In x ) 
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(提 示： 令 P = / 0 exp ，把⑴ 的结果用到 g 上 •） 

10. 试证： 

⑴当 | x | < \/^ 时 ， cosx > 0; 

提示： 利用以下展式，并证明展式中每一项都是正的 


4n 


I ： 


COSX = 


(4 n + l )(4 n + 2) / * 


(4 n )! 


( ii ) 当 0 < 尤 < 时， sinx > 0; 


提示： 利用以下展式，并证明展式中每一项都是正的 


4n+l 


E 


smx = 


(4 n + 1)! 


(4 n + 2)(4 n + 3) / ' 


( iii ) 在开 IS 间 （0，\/ H ) 上 
(提 示： 利用 （ ii ) 和 3.7 节题 18( viii ) 的结果 .) 

( iv ) cos 2 < 0; 


是单调递减的; 


， COSX 


提示： 利用以下展式，并证明展式中第一项和以后的加了负号的级数当 


2时都是负的 


\ 二 T 4n+2 / 


X 


X 


X 


1 — ¥ 


COSX — 


(An + 3)(4 n + 4) 人 


(v) 在闭区间 [ v ^，2] 上有唯一的一个数，记做 tt/2, 使得 cos(tt/2) = 0,且 

在区间 [0,7 r /2) 上， cosx > 0; 

(提 示： 利用介值定理及 （ i ), ( iii ) 和 （ iv ) 的结果 .） 

(vi) sin(7r/2) = 1; 

(提 示： 利用 （ ii ) 及 3.7 节题 18( i ) 的结果 .） 


( vii ) 


= 0 , 


_1; 


sin7r 


COS7T 




(提 示： 利用（ V )， （ vi ) 及 3.7 节题 18( ii ) 和 （ iii ) 的结果 .) 


( viii ) sin 27 r = 0， cos 27 r = 1; 


(提 示： 利用 （ vii ) 及 3.7 节题18⑻和 （ iii ) 的结果 


ix") sin — = — 1， cos 


3丌 


= 0 ; 


2 


2 


(提示：利用 （ v )，( vi ), ( vii ) 及公式（ 3 . 5 . 9 )和 (3.5.10) 的结果 .) 


然后证明，右端每个方括弧内的量，当 0< p < v ^时，都是 P 的递增的函数 

再注意本节题 10( v )： 7 r /2 < 2 < 

( iii ) 对一切 v ? e C , 有 


VTo.) 


2n 




sin(^| < |^| ^ 


(2 n + 1)!， 


n—0 
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IJ 


：2 


( x ) sin(x + 2 tt ) = sinx , cos(x + 2 tt ) = cosx ; 


(提示：利用 ( viii ) 及公式 （ 3 . 5 _ 9 ) 和 (3.5.10) 的结果 .） 

( xi ) 用幂级数定义的正弦与余弦函数的如下的值 Si n ( fc7r / 2 n ), co S ( kn / 2 n ) 
与中学里学的正弦与余弦函数的值相等，其中 n € {0} U N , 6 Z ; 

(提 示： 利用 3 .7 节题 18( ix ) 和 （ x ) 以及公式 （ 3 . 5 . 9 ) 及 (3-5.10).) 

( xii ) 用幂级数定义的正弦与余弦函数与中学里学的正弦与余弦函数完全相 


等 


(提 示： 利用幂级数定义的正弦与余弦函数的连续性及 （ xi )， 以及中学里学 

的正弦与余弦函数的单调性 

11. 试证： 

⑴当0 < w < 7 r /2 时，有 


sin (p < cp ] 


提示：利用等式 


9 


7! 9! 


3 T ^ 5! 


+ 


ip — sin (p = 


/2 时，大于零 j 


证明， 右端每个圆括弧内的量，当0 < V ? < 

( ii ) 当 0 < w < 7 r /2 时，有 


丌 


2 


—cp < sm^; 


提示： 利用等式 






1 


3 

1 




o 

1 




IX 


8 ! 

W 9 






7 




7 


UQ 


2 




5 


2 

3 ■ y 」 






n 




sl 
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右端的幂级数的收敛半径等于无穷大，因此，有定义在 [0, oc ] 上的递增的连续函 
数 K ( u ), 使得 K {0) = 1，且 


sin ^| < \( p \ K (\ y ^\). 


(提示：利用⑻的提示中的等式 .：) 

12. ⑴ 试证： 


x > 0 => exp x > l + x>l = exp 0; 


( ii ) 试证 


> 0 => 0 < ln(l + x ) < x \ 


x 


( iii ) 试证 


x 


0 < x < 1 0 < I ln(l — x )\ < - - . 

I — x 


13. 试证： 

( i ) 设 P ( z ) 是个 n 次复系数多项式， a € C , 则有一个次数不超过 （n - 1) 
的复系数多项式 R { z ) 和 C e C ， 使得 


P ( z ) — c(z — a) n + R ( z ); 


( ii ) 设 ^ P ( z ) 是 一 个 n 次复系数多项式 ， a e C , 则有一个 (n - 1) 次复系数 
多项式 Q { z ) 和 fc G C ， 使得 


P ( z ) = {z ~ a ) Q ( z ) -f b \ 


( iii ) 设 P { z ) 是一个 n 次复系数多项式 ， a G C ， 则 a 是 P { z ) 的一个根，当 
且仅当有一个 （n - 1) 次复系数多项式 Q { z ), 使得 P ( z ) 具有以下 形式： 


P { z ) = ( z - a ) Q { z ); 


( iv ) 设 P ( z ) 是一个 n 次复系数多项式， a l5 
根 3 则 P ( z ) 具有以下 形式： 


6 C 是 P ( z ) 的 n 个 


， 




P ( z ) = k(z - ai) … （2 — a n ), 


其中 fc 是个非零复数，其实，它就是 P 0) 的 n 次项的系数. 
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14 ⑴设 n e N ， 则有一个 n 次复系数多项式 P ( u ), 使得 


P ( sin 2 z ), Vz G C ， 


sin (2 n + l)z 


— sm ^ * 


乱多项式 P ( u ) 的常数项应为 (2 n + l ); 

(提 示： 利用公式 (2.4.9) 和公式 
( ii ) 试证：⑴中的 n 次多项式 P ( u ) 有以下 n 个根 


2 


sin 2 z .) 


=1 — 


COS Z 


J 丌 


2 


j ■二 1，…， n ; 


Uj = sm 


+ 1 

( iii ) 试证：对一切 xeC 和自然数 k < n ， 有 


inx = ui n ^ Yt \ 


其中 


X 


X 


- 2 


2 


sm 


sm 


2ti + 1 


2ti + 1 


x 


— (2 n + 1) sin 


7T 


kn 


2 n + 1 


*2 


•2 


sin 


sm 


2 n + 1 


2 n + 1 


和 


x 


x 


:一 2 


2 


sm 


sm 


2 n + 1 

:一 2 (fe + 工) 丌 

+ 1 


2 n + l \ 


vl n) = 


n 丌 


2 


sm 


sm 


2 n + 1 


x 


提示： 利用题 13 的 （ iv ) 并设 
( iv ) 试证：对一切 x G C 和自然数 fc , 


% — 


2打+ 1 


2 


2 


2 


X 


X 


X 


lim U ( k n) - U k 


—X 


k 2 7T 2 / ’ 


2 


4 丌 2 


7T 


(提 示： 利用公式 (3.6.12).) 

( v ) 试证：对一切 x e C 和自然数:/， 


X 


2 


sm 


2—2 


{K {x / (2 n + 1))) 


2几+ 1 


x 




2 


4 j 


J 7 T 


2 


sin 


2 n + 1 I 

其中函数 K ( x ) 是题 ll ( iii ) 中的欠 ㈠ ; 

(提示：利用题 ll ( ii ) 和 ( iii ).) 
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( vi ) 设 a ) G C ， j = 1，…， n ， 贝 ! J 


n 


1 - (1 - ai) … .(1 — a n )\ ^ y^(lai| + … + |a n |) j ； 


3 = 1 


提示： 利用公式 


(1—ai) … （ 1—a n ) = 1 - OLjak— ^ aja^aH - h(_l) n o ； i -.， 

j j<^ 


Qln 


j<h<l 


( vii ) 试证：对于任何 e ： > 0, 有一个 iV e N , 只要 k > N , 不管 n > k 如何 
取，一定有 


| i 4 (n) — i | 


< £; 


( 提示：利用（ V) 和 （ Vi).) 
(viii) 试证： 对一切 x G C , 


N 


2 


2 


X 


lim 


sin x = x ^ 


n 2 rc 2 


N ― ^oo 


71=1 


2 


2 


2 


X 


X 


X 


1 


1 


=X 


2 


4 tt 2 


n 2 7r 2 


7 T 


并 证明： 对一切 A > 0 , 以上的极限在 {a: G C : |xK 上是一致收敛的; 

( ix ) 试证： Wallis 公式 


2 


7 T 


n=l 


15. 试证 


2 


4 x 


cosx = 


(2 n — l) 2 7r 2 J 
sin(7r/2 — x ) 或 cos a ; = sin 2 a :/(2 sin x ).) 


n=l 


16. 试证 : 


2 


sinhx = 


x * 


n 


( 提不 ： sinhx = isin(—ix).) 


17 - 试证 


2 


Ax 


cosh T = 


(2 n — l ) 2 7 r 2 J ^ 


71 = 1 
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(提不 ： cosh a : = cos ( i : r )-) 


18. 试证： 

( i ) 设 / : R — R ， 则 / 是连续映射的充分必要条件是 


V 开集 G C ^/^(⑺是仪中的开集); 


( ii ) 设/ : C — C ， 则/是连续映射的充分必要条件是 

V 开集 G C CCTkG ) 是 C 中的开集). 


19. 试证： 

( i ) T n 定义如下 


( r n ( x ) 


\/x £ [—1， l]Vn G {0} U N 


= cos ( narccosx ), 


则 T n 是 n 次多项式，且有以下递推公式 


Vn G N ( T n +i = 2 xT n — 


(提示：利用归纳原理 

T n 称为 n 次 Chebyshev 多项式 . 
( ii ) Chebyshev 多项式有以下表示式： 


n 


n 


71 一 2 


( x 2 -1) + 


n — 4 


( x 2 - l ) 2 H -; 


Tn ( x ) — 


X 


X 


2 


4 


(提示：利用⑴和归纳原理 .） 

( iii ) 对于一切 n G N , T n 的最高次项的系数是 2 n - x ; 

( iv ) 记 f n ( x ) = 2 1 ~ ri T n ( x ) 1 T n 有以下 n 个 单根： 

(2fc- 1) 


7T 


， A: = 1, 2, • •. 


Xk = cos 


n ; 


2 n 


( v ) : r n 在 [-1， l ] 上的全体最大值点及最小值点是 


众丌 


= 0,1，…， n ， 


Vk = cos — 


n 


RT n (y k ) = (^l) k 2 l - n ; 

( vi ) 设 / 是 [-1，1] 上的实值连续函数，且 


1 — n 


f(Vk)\ < 2 


fc 二◦，1，…， n ， 
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4 




则/ - TW 在[-1， 1] 上至少有 n 个根； 

(提 示： 利用连续函数的介值定理 •） 

( vii ) 记表示所有 rz 次项系数为1的 n 次多项式构成的集合，则 


1 —n 


p ( x )| > 2 


Vp G Vn 


max 


(提不：利用 ( vi ).) 
( viii ) 对于 


< 6 < oo , 有 


—co < a 


\p(x)\^2 l - n (b^a) n ). 


Vp G Vn 


max 

a^x^b 


20. 定义函数丑： （0,1] — R 如下： 

0， 若 : r e (0, 1] \ Q ， 

1/ n ， 若 x = m/n G Q H (0,1], m 与 n 是两个不可约的自然数. 

试证： 函数 H : (0,1] 
e (0, 1]\ Q 处连续. 

注上述函数: (0 ? 1] R 称为 Riemann 函数. 

21. 本题想用区间套定理证明介值定理. 试证： 

( i ) 设/是 [ a , b ] 上的实值连续函数，且/⑷ . /⑼ < 0,则 [ a ， b ] 至少有一 

个长度为 （b — a ) /2的闭子区间[&1，£> 1 ],使得/(0 1 1)./(?) 1 )彡0; 

( ii ) 设/是 [ a ,6] 上的实值连续函数，且 /( a ) . /(6 K 0,则有闭区间套 


R ( x ) 


R 在每一点 x e Q n ( o , lj 处间断，而在每 一 点 


X 


a ，&] 〕 [ ai , b\] 3…〕 [ a n , bn] 〕 ， …， 


使得 


b n — an =2 b — a |， 


1，2, …， 


n 




且 


/On)，/(M < 0， n = 1 ， 2 , …； 

( iii ) 设 / 是 [ a ， 上的实值连续函数，且 f ( a ) - f ( b ) < 0,则有 cG [ a ， b ]， 使 

得 /( c ) = ◦• 

22. ( i ) 设/是 [ a , b ] 上的实值连续函数，且|/(^)| ^ n , 

1，2,….试证： { x n } 有收敛子列 { iC nfe }, 使得 \f(Xn k )\ 

( ii ) 设/是 [ a , 6] 上的实值连续函数， 试证： /在 [ a , 6] 上有界. 


e [ML 


X 


n = 


— oo . 
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23. ⑴设/是 [ a , b ] 上的实值连续函数，且 

使得 f ( y ) < 则有^ >0使得 


/0) = M . 若 y G [ a , 6] 

f ( z ) < M . 


sup 

a^-x^b 


sup 


( ii ) 设 / 是 [ a ，6] 上的实值连续函数 ，且 

< M ) ，则 [ a , b ] 中有有限个点 y u …， 使得 


f { x ) = M . 若 Vy e 


sup 

b 


[a ， b]c[j (yj ~ ) Vj + ^yj)i 且 


f ( z ) < j 


1 ，… 


sup 

^ [a^ 6] n (t/j 一 f Vj ) 


, n. 




( iii ) 设 / 是 b ，6] 上的实值连续函数，且 
[ a ，6], 使得 /( y ) = M . 


f ( x ) — M , 则有一点 y € 


sup 

b 
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定义 4.6.1 —个定义在上，取值于 (- oc , oc ] 的函数/称为在点 
处是下半连续的，若 


Va < f ( x )3€ > 0( f((x — e : x e ) n [ a ^ b ]) C ( a ? oo ]). 


个在 [ a , 6] 的每点都下半连续的函数 / 称为在 [ a , 6] 上的下半连续的函数. 一 
个定义在 h & j 上，取值于 [-00,00) 的函数/称为在点 x 处是上半连续的，若 




Va > f ( x )3 e > 0( f((x — e，z + e ) fl [ a ， bj ) C [— oo , a )). 


个在 [ a , b ] 的每点都上半连续的函数 / 称为在 [ a , b ] 上的上半连续的函数， 

显然，函数/在点: T 处是上半连续的，当且仅当函数_/ 在点: V 处是下半 
连续的.以后只对下半连续函数进行讨论.上半连续函数将有相应的结果，它只 
须把/换成_/便可获得了. 

下面的命题比较简单，我们把证明留给同学了. 

命题 4.6.1 设 {/ a ,«€/} 是一族下半连续的函数，则 sup f a 也是下半连 
续的函数.又设认，是有限多个下半连续的函则 inf f 3 

…， n } 

也是下半连续的函数. 

下面的定理是本节的主要定理. 

定理 4.6.1 给定了定义在 [ a ， 上取值于[0, oc ] 的函数 >，则在 [ a ，6] 上有 


_ 
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k 


一串非负连续函数 u n {n= 1,2，...)，使得 Vx G [ a , b}\/k G N 0 ^ $： u n (x) < 

\ n—1 

/( x ) Y 且对于函数 / 的任何下半连续的点 a ; e [ a 5 b ], 有 等式： 


/O) = L Un(x). 


(4.6.1) 


n—1 


由此， 函数 / 在 [a,b] 上处处下半连续的充分必要条件 是：在 [ a , 6] 上有一串非 
负连续函数 u n (n = 1，2,…)，使得 （4.6.1) 处处成立. 

证当 w n ( a ;)( n = 1,2，..、）是 [ a ，&] 上的非负连续函数时，我们有 


k 


Un(x) — sup U n (x). 

fceN 


71=1 


由命题 4,6.1， 等式 （4.6,1) 的右端的函数 X ： ^ n ( x ) 必下半连续. 


n—l 


设/是定义在 [ a ? 6] 上取值于 [0, oc ] 的函数.我们要证明，在 [a 7 b] 上有 
串非负连续函数 Un(n = 1，2,…)，使得 Vx e [ a ，6 ]Vfc G N^O ^ ^ Un{x) ^ 

\ n—l 

/ Or)Y 且对于函数 / 的任何下半连续的点 x € [ a ,&]， 等式（ 4 . 6 .1)成立.令 


_ 


Sn{x) = inf (f(z) + n\z — x\), x G [ a , 6], n = 1，2, 

ze[a } b] 


(4.6.2) 


我们有 


(4.6.3) 

上式的第一个和第二个不等式显然，第三个不等式只要注意以下事实就明 白了: 
在等式（ 4 - 6 . 2 )的右端的表达式 （/( z ) + n |2： - a ：|) 中让 
小于、0).又对于任何 X,y e [ a ，6]， 当 s n ( x ) ^〜( 3 /)时，有 


0 ^ S n (x) < Sn+l(x) ^ f(x). 


得到的值一定不 


Z = X 


\s n (x) - 5n(y)| = S n {x) - S n {y) = S n (x) 


M b] {f{z)+nlz ~ yl) - 




对于任何 e > 0, 必有 e [ a , b ], 使得 

— y l) 〉 /(^o) +n|^ 0 -y 

zE[a y b] 

又因 s n ( x ) ^ f ( zo ) + n\zo - x \, 故有 


— e 


(^f(z)+n\z-y\^ 

< /( 之 o) + —工 I — f{zo) - n\zo 一 y| + 


s n {x) - s n (y) 


㈤ - 


inf 


=S 


Tl 


E[a ， 6: 


z 


€ 


= n\zo — — n\z 0 — j/| + e ^ n\y - x\ + 


s. 
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由 e 的任意性，有 


(y)\ ^n\y-x . 

故〜 连续.由 (4.6.3), 单调递增的函数列 { s n } 的极限存在，且 


Sn(x) 


— S 


(4,6.4) 


lim s n ( x ) ^ /( 工） • 


今设/在点 x e [ a ，6] 处下半连续，又设 a < /( x ) .由/在点 x e [ a , 6] 处的下 
半连续性，有$的邻域 C 7 (即含有点 x 的一个开区间)，使得不论 n 取什么自然 


数, 


Vz € U ( f ( z ) + n\z — x | > a ). 

又当 n 充分大时，对于给定的 z 的邻域£/,有 


(4.6.5) 


(4.6.6) 


Nz 朱 U ( f ( z ) + n\z — x \ > a ) 


由 （4.6.5) 和 （4.6.6) 得到，当 n 充分大时，有 


Vz G [ a , b ]( f ( z ) + n\z — x \ > a ). 


故当 n 充分大时， Sn{x) > a . 考虑到 (4.6.4), 有 


lim s n { x ) = f ( x ) 


〜^(打二1，2,…)，便得到（4及1) 

注 1 若 f 取值于 [ a , oo ]， 其中 a : e R ， 贝 [1 / 一 a 取值于 [0, oo ]. 故有级数 

在 f 的所有的下半连续点： C 处成立.因而， 


令 so 彐0和 


□ 


Un = S n — 


J 2 u n (^), 使得 E U n (X) = f 

1=1 n=l 

+ E ^ r ,{ x ) = / 在 / 的所有的下半连续点: r 处成立. 

n = 1 

注2若/为取值于 [- oo ，/3] 的函数，则 -/ 为取值于 [-/?, oo ] 的函数. 
我们可以得到类似的定理，只须把“非负项”改成“非正项”，“下半连续”改成 


— a 


a 


上半连续”就可以了. 

定义 4*6.2 函数/ : [ a , 6] ―^ R U {— oo , oo } 称为阶梯函数，若有 n + 1个 


点 


ao — a < a \ < Qa < … < a n _i < a 


使得 / 在每个开区间 ( ai - x . ai ) 上取常值. 

以下这个命题是显然的，我们只给出叙述，把证明留给同 学了: 
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命题 4.6.2 设函数/ : [ a , b ] RU {- oo ? oo } 是定义 4.6.2 中的阶梯函 

数，若对于每个 i G {0,1，…， n }， 有 


f ( ai )( min{/(w - 0 )， /(at +0)}, 


其中 /( a ^-0) 与 /( a ^+0) 分别表示 f 在 ai 点的左极限与右极限（在 
时,/只有一个单边极限， min 可以取消.)，则阶梯函数/ : [ cij ] — RU {- oo , oo } 
是下半连续的，下半连续的阶梯函数可以被一个单调不减的连续函数列的极限 


或6 


di = a 


表示 


命题 4.6.3 任何连续函数 f :[ a 7 b ]^ Ti 都可被一个由下半连续的阶梯函 

数构成的单调不减的函数列的一致收敛的极限表示. 

证 不妨设 a = 0,6=1. 给定了连续函数/ : [0,1] — H ， 构造单调不减的 

下半连续的阶梯函数列 如下： 


当 — 1)2 - n < x < 以一 71 时， 

f ( x ) : 当怎=;?‘2^ 时， 

当 ： c = 0 时， 


/( 工)， 


mm 

(i —1)2 — n ^x^i2~ 

min 

0-l)2-^^x^0' + l)2- 

min 

0^ a :^2~ 








/( 工)， 


当 


1 时， 


/( 工)， 


X = 


mm 


•，2" - 1. 不难检验，下半连续的阶梯函数列 { g n } 


其中 i 


,2 n , j = 1, 

是单调不减的，且在 [0,1] 上一致收敛于/ 


. 




» w 


W V 




进一步阅读的参考文献 


本章介绍的连续函数概念及其性质可以在以下参考文献中 找到： 

[I] 的第三章第1节介绍连续函数的基本概念，第三章其他节把连续概念推 
广到拓扑空间的映射上去. 

[6] 的第三章介绍一元连续函数的基本概念. 

[II] 的第二章第4, 5节介绍一元连续函数的基本概念和基本性质， 

[13] 的第一卷第四章介绍一元连续函数和半连续函数的基本概念. 

[14] 的第五章介绍一元连续函数和单调函数的基本概念和基本性质. 

[15] 定理 4.6.1 的证明来自这本书第二章第1节. 

[23] 的第四章介绍一元连续函数的基本概念和基本性质. 
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§5.1 导数和微分 


导数概念早在微积分诞生前就已存在.它首先来自对几何的研究， 
后来又从力学的研究中获得新的活力. 

f { x ) 是定义在闭区间 [ a ，6] 上的一个连续函数.它的图 
像是一条平面曲线.设 x,x + h e [ a , 6], 则过曲线上两点 （ rc ,/(； r )) 和 
(x + h , f(x + h )) 的割线的斜率的表达式是 

/(x + / i ) - f ( x ) 


设 


y = 


h 


直观告诉我们，函数 y = /( a :) 的图像过点 ( x , f ( x )) 的切线的位置应是 
过两点 f ( x )) 和 （: r +心/化+的割线位置当 h — 0 时的极限位 
置.而任何直线的位置是由它通过的一个点及它的斜率确定的.过点 
( x , f ( x )) 的割线所通过的点 ( xj ( x )) 在 /i -> 0的过程中是不变的，因 
而过点 ( xj ( x )) 的切线所通过的点 ( xj ( x )) 是确定的.而切线的斜率 
是由割线的斜率的极限表示的，确切些说，函数= /(岣的图像过点 
( xj ( x )) 的切线的斜率应是 


/(x + / i ) — f ( x ) 


lim 


(5.1.1) 


h 


参看图 5 . 1 . 1 . 

假若极限 （5.1.1) 存在，这个极限在确定切线的位置时将起到关键 


的作用 


下面我们再考虑一个运动学的问题.设某质点在实数轴上作直线 
运动.设: T ⑷是该质点在时刻 f 的位置的坐标，则从时刻 f 到时刻 t + h 
质点走过的路程是 


x(t + h ) — x ( t ) 
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V = f (的 


f{x+h) 




f( x+ h)-f(x) 




_ ■ 


h 


O 


x+ h 


5.1.1 切线的斜率 


因而从时刻 < 到时刻 t + / l 质点运动的平均速度是 

x(t -h h ) — x ( t ) 


h 


在 Newton 力学中扮演更重要角色的是瞬时速度，简称速度.质点运动 
在时刻 i 的速度应该是从时刻 * 到时刻 i h 的平均速度当 /I — 0时 

的 极限： 


(t + h ) — x ( t ) 


x 


( 5 . 1 . 2 ) 


lim 

h ^^0 


h 


我们发现极限 （ 5.1.1) 和 (5.1.2) 的形式完全 一样， 只是把函数 f ( x ) 换 

成了函数 a ; ⑷，自变量 or 换成了自变量 i . 这种形式的极限的重要性从 
以上两个问题中已经可以看出.在科学的进一步发展中，这种形式的极 
限在各个领域（电磁学,量子力学，连续介质力学,化学，经济学等）中 
又一再出现.因此，有必要引进以下 概念： 

定义 5.1.1 设/是定义在闭区间 [ a ，&] 上的函数,: d e ( a , 6) .若 


极限 


/(x + / i ) - f ( x ) 


(5.1.3) 

存在， 我们称函数 /在点 x 处可微（或可导)，并把极限 （ 5.1.3) 称为 
函数/在点 3 J 处的导数，记做 


lim 


h 


h ™►O 


f(x + h ) - f ( x ) 


df 




(5.1.4) 


=lim 
ax h^o 


h 


若函数 / 在某区间 [ a ，6] 的每一点 x 处都可微，则称函数/在该区间 

[ a ， b ] 上可微. 
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注1 若把极限 （5.1.3) 换成对应的右（左）极限，我们便得到右 

(左）导数，记做 


f (工 + h )~ f ( x ) 




(5.1.5) 


h 


若 f 的定义域是 [ a , b ], 则在 [ a , 6] 的左端点 a ， 只能谈/的右导数 
片⑷；在 [ Mj 的右端点6,只能谈/的左导数/二⑻. 若 : re ( a ，6)， 贝 !] 

/在 x 点处可微，当且仅当/在: r 点处的左右导数皆存在且相等.这 
时，/的导数等于它的左右导数的公共值. 

注2 符号 f ( x ) 是法国数学家 Lagrange 设计出来的，它清楚地 

表达了导数对 z 的依赖性，当然也表达了它与/的关系.符号#是 

ax 

德国数学家和哲学家 Leibniz 设计出来的，它表现为两个“微分”办和 
dx 的商的形式,而办和也被理解成两个无穷小.所以导数也称为微 
商.在微积分发展的初期，极限概念尚不清楚，对导数作形式运算时， 
这个符号给大家带来了很大方便 .若 y 二 f(x), 则导数也记做 


dy 


f ㈤ =子. 


dx 


例 5.1.1 若/⑷= c ，其中 c 是个不依赖于 a : 的常数，贝 (J 


dc 


( 5 . 1 . 6 ) 


= lim 


= 0 


dx 


h 


例 5.1.2 若/ ㈤ = a :， 贝 !] 


(x + h )— 


dx 


(5.1.7) 


-， 1 • 

—= lim 


dx 


h 


例 5.1,3 若 f ( x ) = exp a :, 贝 !j 


dexpx 


exp’x = ( expx )’ = 


dx 


exp ( a : + h ) — exprc 


=lim 


h 


exp h — 1 


(5.1.8) 


=lim exp x 


expx . 




h 
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最后一个等式的推演中我们用了等式 (3.6 J 0). 

方程 (5.1.4) 又可改写成以下等价的 形式： 

f(x + ") — f { x ) = f { x)h + ha ( h ) : 


(5.1.9) 


其中 a ( h ) 当 ^ 0 时趋于零 


lim a ( Ji ) = 0 

h—0 


(5.1.10) 


为了给 (5.1.9) 一 个新的写法,我们要引进一些 概念： 

定义 5.1.2 设/和5是两个定义在 （ a , 6) 上的函数,当 : r — a +0 
时，它们是无穷小.若 


lim M =0 

X — a +0 g { x ) 


则称当 


+ o 时 / 是比 9 更高阶的无穷小，记做 


/(; r ) = o ( g ( x )) 或 / = (当 

若有一个0 < M e R 和一个0 < (5 e R ， 使得 

Vx G ( a,a + 6)(\ f { x )\ < Mg ( x )), 

+ 0 时).若 


+ 0时) 


x — a 


则记做/ = o ⑷(当 


/㈤ 


lim 


a+o g { x ) 


a:—► 


则称当 


+ 0 时 / 和 5 是等价的无穷小，记做 


f { x ) ~ g ( x ) 或 f ~ g (当 

- 0时的无穷小可相仿地定义；^ 

0时都是无穷小.两个在 


+ ◦ 时). 


x ^ a 


时的无穷小是指 
时的无穷小的比 


x — > a + 0 及 

较可相仿地定义. 

等式 （5.1.9) 和 (5-1.10) 可改写成 


/(x + / i ) = f ( x ) + f ( x)h + o ( h ). 

等式 (5.1.9) 的右端第二项是一个比/ I 更高阶的无穷小，即它与/ I 的 
比当 h ^ O 时趋 于零： 


(5.1.9)， 


ha ( h ) 


= lim a ( h ) — 0 


lim 


h 


h - ^0 


h 
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因为 (5.1.9) 式的右端的第一项与/ I 成比例.当 f { x ) # 0,且问很小 
时， (5.1.9) 的右端第二项比之第一项要小得多. 

研究导数概念及其应用的数学分支称为微分学，它的真谛 是：用 
II — R 的线性映射 /z ^ f(x)h 来替代（一般说是非线性的）映射 
h I—>• f(x-\-h) — f(x). 这个替代在的附近，即问很小时，相对误差是 
非常小的，确切些说，当 N — 0时,这个相对误差 (ha(h))/h 趋于零. 
Newton 注意到，先讨论某种现象的函数是线性映射时的规律，然后利 
用上述替代把已得到的线性映射时的规律推广到该现象的非线性映射 
时的规律上去，也许是许多科学建立它所研究的现象的客观规律时所 
常用的也是唯一合理的方法.正因为如此,微分学成为许多科学所不可 
少的工具,科学发展的需要使它获得了强大的生命力.我们愿意给这 
个替代映射 h h /(a: -\-h) - f(x) 的线性映射 /i h f f (x)h 一 个称呼： 

定义 5.1.3 R^R 的线性映射 


h (―> f ’( x)h 

称为函数/在 * 处的微分，记做呱，即 

df x : f ’( x)h 


(5.1.11) 


( 5 . 1 . 12 ) 


或 


df x (h) = f\x)h. 

从等式 （5.1.13) 看， f (x) 与 df x 几乎相同.事实上， df x 是 R — R 

的线性映射，而 f { x ) 正是代表线性映射 d / a ； 的（关于一维线性空间 R 

的通常的基的一行一列的）矩阵，后者与数成-对应.我们常常把一 

行一列的矩阵与它所对应的数看成是同一个东西. 

注微分这个词是 Leibniz 于17世纪引进的，他是在极限概念尚 
未弄清楚的情况下为了解释微分学的形式运算规律而引进的.他用了 
在当时还没有清晰定义的无穷小的概念.在传统的数学分析教科书中, 

一 元函数/在点 X 处的导数 /'(X) 看成是 一 个（依赖于 0 ： 的）数.我 

们现在把导数看成一个一行一列的矩阵.因为一行一列的矩阵与数成 

对应， 一 元函数/在点 re 处的导数 f [ x ) 看成 一 个（依赖于: r 的) 


(5.1.13) 
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数.因而，它与传统的数学分析教科书中的说法无大区别.在传统的数 
学分析教科书中，微分看成是一个“无穷小”，记做“札= f ( x ) Ax '\ 
其中 Az 是无穷小.这样的说法较接近于 Leibniz 原来的说法，但它容 
易造成误解.更重要的是它不便于推广到 n 维和无穷维空间上去，也 
不便于推广到流形上去.本讲义的微分概念干脆理解为一个线性映射. 
它和 Leibniz 的说法相距甚远，甚至和传统的微积分教科书上的说法 
也不一样！它是两个多世纪数学发展的结果.这里的微分概念特别适 
合于推广到髙维空间 } 无限维空间和流形上去.这个发展应归功于法 

国数学家 Frechet, Gateaux 和 E. Cartan. 应该指出，在今天的数学文 

献中,导数与微分概念及其记法并不统一.我们这里采用的概念的定义 
和记法是既便于推广到高维空间和流形上，又和历史上的用法较接近 

的一种. 


特别， 当 f = id R (R 上的恒等映射）时，即/ 

R (/( x ) = x ) 时，为了方便，映射/ = Mr 常记做; r . 应注意的是： a : 表 
示映射 


或 Va: € 


上式中，第一个 a : 表示映射，第二个 a ; 表示自变量的值 cc ， 第三个 z 表 
示自变量的值: r 在映射: r 下的值.同一个 a : 表示很多不同的东西.根 
据上下文，一般不会搞混.当然，同学应小心区别它们的涵义， 

这时，我们有 


dx : h ㈠ h. 

换言之，= id. 故公式 (5.1.13) 可改写成 

df x = f{x)dx. 

应注意 的是： 最后的咖是表示恒等映射. 

这个 （ 5.1.14) 也可改写成 


(5,1.14) 


f{x) = df x o (dx)~ x 

公式 （ 5.1.15) 与 Leibniz 引进的导数记法 


(5.1.15) 


df 
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几乎是一样的.这说明我们现在引进的微分概念虽然与 Leibniz 原来 
的不一样，但它确能起到 Leibniz 的微分符号所起到的作用. 

注在不发生误解时,常被简记做啪. 

作为等式 （5.1.9) 和 (5.1.10) 的推论，我们有 
定理 5.1.1 若/在: r 点处可微，则/在 rr 点处连续. 

证 /在: r 点处可微，等式 （5.1.9) 和 （5.1.10) 成立.由此， 


lim ( f(x + h ) - f ( x )) = 0- 


故/在: c 点处连续. 


□ 


§5.2 导数与微分的运算规则 


定理 5.2.1 设/和 g 在 [ a ，6] 上有定义 ， x G ( a , 6). 若/和沒在 

点处可微，则 

( i )/ 士 p 在点 a : 处可微，且 


X 


{f±gy{x) = f{x)±g\xY 


(5.2.1) 


( ii ) / j 在点 x 处可微，且 


(/ • ⑺’⑷=/'⑷ • 5⑷+ /(尤） • 〆㈤ ; 


( 5 . 2 . 2 ) 


( iii ) 又若 〆 : r ) # 0,则 / A 在点: r 附近有定义，在点: r 处可微,且 


f ( x ) > g { x ) - f ( x ) ■ g f { x ) 

W)T 2 

证设 / 和 p 在点: r 处可微,我们有 

/(工 + ") - /㈤ 


㈤ 


(5.2.3) 




9 


fix ) 


lim 


h 


h^O 


和 


g(x + / i ) - g ( x ) 


5’ ㈤ , 


lim 


h 


h - ►O 
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5 


( i ) 的证明 


( f ± g)(x + h ) - ( f ± g )( x ) 


lim 


h 


h ― 


/(x + h )- f ( x ) 


g {^ + h )- g ( x ) 


=lim 

h — >0 


士 lim 

h —^0 


h 


h 




( ii ) 的 证明： 

( f ^ g)(x + h )-( f - g )( x ) 


lim 

h —0 


h 


f{x + h ) g(x + h )- f ( x ) g(x + / i ) + f ( x ) g(x + h ) - f ( x ) g ( x ) 


=lim 

h —^0 


h 


( f(x + h )- f ( x )) g { x -\- h ) 


f { x ){ g(x + h ) - g ( x )) 


— lim 

h — >0 


h 


h 


h^O 


/'( X ) ^ g ( x ) + f { x ) . p ’ O ). 


这里我们用了定理 5 丄1， 


lim^(x + / i ) = g { x ) 


( iii ) 的 证明： 设 #0, 我们有 

( f / 9 )( oo + h ) - ( f / g )( x ) 


lim 


h 


h->0 


f{x + h ) g { x ) - f ( x ) g(x + h ) 


=:lim 

h - ^0 


hg ( x ) g(x + h ) 


/(x + h ) g ( x ) - f ( x ) g ( x ) + f ( x ) g ( x ) - f ( x ) g(x + h ) 

hg ( x ) g(x + h ) 

/0 + h )- f ( x ) 


=:lim 

h—o 


+ h )- g ( x ) 


. 5 ⑻ ™ /⑷ 


=:lim 


o g ( x ) g(x + h ) 


h 


h 


h 


f ( x ) g ( x ) - f ( x ) g f ( x ) 


2 


( p ㈤ ) 
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这里我们用了定理 5.1.1 和假设# 0 


□ 


lim 


h^o g ( x ) - g(x + h ) ( g ( x )) 2 

推论 5.2.1 设 / 在 [ a , 上有定义 ， x G ( a , 6). 若 f 在点 x 处可 


微，则 


( cfY ( x ) = cf ( x ), 


(5.2.4) 


其中 c 是常数. 

证这是以上定理的 （ ii ) 及例 5.1.1 的推论. 

定理 5 . 2 . 2 (—元函数的锁链法则）设 p : [ a ，6] 

[ c ， d ] — R 是两个分别在 [ a , 6] 和 [ c , d ] 上的可微函数，且 [ a , 6]) C 

[ c ， d ]， 则复合函数 




R 和/ : 


f ° 9 •• [ a ，6] — R 

是可微函数，且对于任何 z e [ a , 6], 有以下的锁链法则 


U °9)\^) = f ( g ( x )) g f ( x ). 


(5*2.5) 


若引进记法 


/ o g ( x ), y = g ( x ), 上式也可写成 

dz dz dy 

• 

dx dy dx 


(5,2.5)， 


证为了证明的可微性及等式（5.2.5)，我们要利用与等式 

(5.1.4) 等价的等式 （5.1.9) 和 (5.1.10). 因 S 与/分别在 x 与 〆 : r ) 处 

可微，所以有 


g(x -\- h ) - g ( x ) = g \ x)h + ha ( h ) ， 


(5.2.6) 


其中 a ( h ) 满足关系式 


lim a ( h ) — 0; 


(5,2.7) 


另外还有 


f o g(x + h ) - f o g ( x ) 


(5.2.8) 
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其中 m 当 a ； — 0 时趋于零，即 


(5.2,9) 


lim (3(k) = 0 


fe^O 


把等式 （ 5.2.6) 右端的表达式代入 (5.2.8) 的右端的 g{x + h)-g(x), 


有 


/o 5 (：r + /0 - f og{x) 

— /’( 分 ㈤) {g\x)h + ha(h)) + (g\x)h + ha(h))P[g f (x)h + ha(h)) 

= /'(5㈤ V ㈤ /i + (g(x)) + (5(g{x)h + ha(h))} 

+ g f {x)P(g\x)h + ha(h))} 


(5.2.10) 


因 


lim [g f {x)h + ha(h)} = 0, 

/i—►O 


注意到 （ 5.2,9 )， 有 


jim^P^g / (x)h 4 - ha(h)^ = 0, 


故 


Ynnlaih^f (g(x)) +/?(〆 ㈤ /i + M ⑻)] + 〆(: + ha ⑻) } = 0. 

h ― 

(5.2,11) 


记 


lih) = a(h)[f (g(x)) + /3(g f (x)h + ha(h))\ + g\x)^{g f {x)h + ha(h )), 

(5.2.10) 式与 (5.2.11 ) 式可改写成 

f o g(x + h) - f o g(x) = f\g(x))g f {x)h + h/y(h) 


(5.2.12) 


及 


lim 7 (") = 0 

h^o 

把 （ 5.2,12) 式和 (5.2.13) 式与 （ 5.1.9) 式和 （ 5.1.10) 式相比较，这 
正好证明了 fog 的可微性及公式 (5.2.5) 


(5.2,13) 


I 
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[ a ，6] — R 和/ : [ c ， d ] — R 是两个分别在 
[ a ,6] 和 [ c , d ] 上的可微函数，且 g ([ a , b])c [ c ，4 则 

d ifi9)]x = d(fog) x = f(g{x))dg 


推论 5*2.2 设 


9 : 


(5.2.14) 


X 


证根据锁链法则，有 

d [ f { g)]x = d(f O g) x = f \ g { x )) g t { x)dx =： f ( g ( x )) dg x 


这里我们用了一次 （5.2.5) 和两次 (5.1.14) 

注公式 （5.2.14) 和 (5.1.14) 比较后得到这样的 结论： 复合函数 
的微分公式 (5.2.14) 的右端在形式上和普通函数的微分公式 (5.1.14) 

完全 一 样，只不过把自变量; c 换成了 g ( x ). 这个事实常被称为 （ 一 元 
函数的)一次微分形式的不变性.这正是 Leibniz 引进微分及其符号的 
优点.为了把这个（一元函数的） 一 次微分形式的不变性推广到髙维空 
间去,才有了微分形式和外微分的概念. 

例 5.2.1 由 


□ 


exp ( ix ) — exp (— kc ) 


smx = 


2 i 


注意到 （ i < = i 及 （—= _ i ， 我们有 


iexp ( ix ) + iexp (— ia ;) 


(5.2.15) 


sm^ 


sm x = 


=cosx 




2 i 


例 5.2.2 和上例一样，有 


(5.2.16) 

例 5.2.3 ( x 2 ) f = (ny = 1 ■: r + x . 1 = 2 or . 这里我们用了定理 

5.2,1 的 （ ii ) 及例 5.1.2. 用数学归纳法，可得 

Vn e N (( a : n ) / 

例 5.2.4 对于任何自然数 n ， 有 


cos x = cos x = — sm x 


n— 1 


(5.2.17) 


=nx 


n— 1 


n 


X 


nx 


n 


-l 


一 n 、， 


—n 


(5,2.18) 


=—nx 


2n 


n+1 


n 


X 


X 


X 
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定理 5.2.3 假设/是[( X ，到 [ c ， d ] 的连续双射 ， x G [ a ,6], 又设 

/在点 x 处可微，且尸⑷# ◦，则/的逆映射广 1 在/ ㈤ 点处可微， 


且 


(rY(/ ㈤ ） 

证 首先应指出，由命题 4.3.1, /在 [ a , 6] 上单调递增或递减.设 

y,y + he [ c , d ] ,其中 h ^ O . 应有 x,x + k G [ a , 6], 使得 


(5.2.19) 


尸 ㈤ 


(5.2.20) 


V = f ( x ), y + h = f{x + k ). 


等价地， 


+ k = f 一 十 h ). 


r l (y), 


(5.2.21) 


X 


X — 


故 


f 一 Hy + h ) - / _1 (2/) 


a —>0 


h 


x -\- k 

0 f(x + fc ) - f ( x ) 


— X 


( 5 . 2 . 22 ) 


=lim 


h 


因/- 1 在 [ c ， d ] 上连续，故 


lim k = lim + h ) - f ~ 1 { y )) = 0 

h—►O 


h ^^0 


因此， （5.2.22) 可改写成 


(/ _1 y(y) = 


f{x + k ) - f ( x ) f f ( x ) 


k 


这就证明了 f - 1 在^/ = f ( x ) 点处的可微性及等式 (5.2.19) 

y { x ), 它的反函数是 


□ 


⑼，则公式 (5.2.19) 可改写 


注设 


x — x 


V 




成 


dx 


(5.2.19)， 


dy dy 


dx 


这也是 Leibniz 符号的妙处. 
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例 5.2,5 设 j / = lnx , 其中 x > 0. 换言之， 


由定理 


expy. 

> 0} 上可微，且对于任何 : r > 0, 


5 2.3, ln;r 在 FI + — {x 


: x 


(InxY = 


(5.2.23) 


exp ’( 2 /) 


expy 


x 


例 5.2.6 设 f ( x ) = 其中 or > 0,而 a G R 是个常数.由 
(4.3.6)， 我们有 


/㈤ == exp (a lnx ). 


故 


( x a Y — ( exp ( alnx )) / = exp ( alnx ) 


(5,2.24) 


• a •— = ax 


x 


应该指出的是， (5,2_24) 是 （5.2.17) 与（5.2.18)(在 a e R + \ {0} 时）的 


推广 


例 5.2.7 设 f ( x ) = In \ x \ 7 x 弄0,则有 


当 x > 0时， 


X 


( ln | x |)' 


，当 ； r > 0时 


x 


故 ： c # 0时， 


(ini^iy 


(5.2.25) 


x 


§5.3 可微函数的整体性质及其应用 


函数/在点: r 处的导数只依赖于函数/ 在点、 x 附近（或称邻域) 
的状态.确切地说，若函数 f 与 g 在点: c 的一个邻域 （:c - S，r + e ) 中 
相等，其中 O 0,则它们在点: u 处的导数相等.因此，/在点 a ： 处的 

导数 f { x ) 只能刻画函数/在点 x 附近的性质，或说只能刻画函数/ 
在点: c 处的局部性质，正像函数在某点的连续性只是函数在该点的局 
部性质一样.但函数在某闭区间的每一点的连续性却能用来刻画函数 
在该闭区间上的整体性质.若函数/在某区间上可微，我们自然期盼, 
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/的导数也许能用来刻画/在该区间上的整体性质.这正是本节要介 
绍的内容.正像连续函数的整体性质一样，可微函数的整体性质在以后 
的分析学研究和应用中将扮演一个重要的角色. 

定义 5.3.1 设函数/在区间 [ a , 6] 上可微, cG [ a , 6]. 若尸 ( c ) = 0, 

则点 c 称为（一元）函数/的一个临界点. 

定理 5.3.1 (Fermat 引理） 设函数/在区间 [ a , b ] 上可微 ， C G 

( a , b ). 若/在点 c 处达到/在 上的最大值（或最小值)，换言之， 

Va : 6 [ a , b ]( f ( x ) ^ /( c )) (或 ( f ( x ) ^ /( c ))), 


则点 c 是函数/的临界点. 

证 不妨设 Vx e [ a , b ]( f ( x ) ^ /( c )). 由此， 

Vh 一 0 (/(c + / i ) - /( c ) ^ 0) 


故 


/(c + / i ) - f ( c ) 


(5.3.1) 


V/i > 0 


彡 0 ， 


h 


而 


/(c + / i ) - /( c ) 


(5.3.2) 


V/i < 0 




h 


由 （5-3.1) 式， 


/，( c ) = /;( c )《0, 


(5.3-3) 


而由 （5.3.2) 式， 


/'( c ) = /i ( c ) > 0 


(5.3,4) 


比较 （5,3.3) 与 （5.3.4)， 有 


f ( c ) = 0. 

/± c e [ a , b ] 称为定义在 [ a , 6] 上的函数 / 的极大值点，若 




> 0 Va ; G (c 


+ e ) n [ a ，6] ( f ( x ) ^ /( c )) 


相仿地可以定义 / 的极小值点. 

极大值点或极小值点统称为极值点，极值点所对应的函数值称为 


极值 
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由 Fermat 引理的证明可见，若 c e ( a , b ) 是定义在上的可微 

函数/的极值点，则 


f{c) = 0 . 

定理 5.3.2(Rolle 定理） 设/是闭区间 [a, 6] 上的连续函数，又 
设/在开区间上可微•若 


/⑷=/⑻， 


(5.3.5) 


则/在开区间 （ a ，6) 内至少有一个临界点，即 3 c e ( a , b )( f ( c ) = 0) 
参看图 5.3.1. 


证若/在闭医间 [ aj 上等于一个常数 7 则闭区间上的任 

何点都是/的临界点.今设/在闭 E 间上并不等于一个常数，由 

条件（5.3.5)，开区间 （ a ,6) 内至少有一点的函数值不等于 /( a ) = /⑻. 

不妨假设该值大于 /( a ) = /⑼（该值小于/⑷=/(6)时证明相仿). 

这时，/在 [ a , b ] 上的上确界大于 f ( a ) = /⑻.由定理 4.2.3, 有一点 

ce ( a , b ) : 使得 


/( c ) = sup f ( x ) 


x^[aj6] 


因此 


Va : e [ a ,6](/( x ) ^ /( c )) 

由 Fermat 引理 ， c G ( a ，6) 是 / 的临界点. 




?;=/( 工) 


5.3.1 Roll 定理的几何解释 




5.3,2 Lagrange 中值定理的几何解释 







第 5 章一元微分学 


172 


定理 5.3- 3 ( Lagrange 中值定理）设/是闭区间 [ a , b ] 上的连续 

函数，又设/在开区间 （ a ， fe ) 上可微，则 

3 ce ( a , b )( f ( b )- f ( a )= f \ c )( b - a )^ 


(5.3.6) 


参看图 5.3,2. 

证令 


/W - / W 

b — a 

易见，9在 h 6] 上连续，在 （ a ，&) 上可微，且 


9 (^) = /㈤- 


(x — a ) 


5 ( a ) = g ( b ) 


由 Rolle 定理， 


彐 cG ( a ，6)( y ( c ) = 0). 


换言之， 


^cE(a,b)ff(c) 


/⑻_ /⑷ 


= 0 




b _ a 


这等价于 （5.3.6) 式. 

注 Lagrange 中值定理有时也称为有限增量定理，但本讲义将把 

这个称呼留给另一个定理（参看本章补充教材一; ). 

推论 5.3.1 设/是闭区间& 6] 上的连续函数，又设/在开区 
间 （ a , 6) 上可微，且 


-- 


Vx G (a,6) (/ ; (x) ^ ^ 0)) ? 


(5.3.7) 


G [ a , b](x < y ^ f ( x ) ^ /( y )) (或 {x < y => f ( x ) ^ f { y })) 


特别，若在闭区间 [ a , 6] 上连续，在开 g 间 ( a ， b ) 上可微的函数/满足 


条件 


V:r G (a ， &)(/'(x) = 0 )， 


( 5 . 3 . 8 ) 
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则 


3 c G RVx G [ a , b ]( f ( x ) = c ). 


证先设 


Vx G (a,b)(f(x) ^ 0), 

又设 : z: < y ， 由 Lagrange 中值定理，有 € 6 (x ， y) 使得 


( 5 . 3 . 7 )， 


f(y) - /W = f(0(y- x ) 


( 5 . 3 . 9 ) 


由 （ 5 . 3 . 7 )’，/’ ⑹ > 0 ,又因 y - x > 0 ,故由 ( 5 . 3 . 9 ), f ( x ) < f ( y ) 

在条件 


Vx G ( a : b )( f ( x ) ^ 0 ) 


〃 


( 5 . 3 . 7 ) 


下的对应的结论可类似地推得. 

条件 （ 5 . 3 . 8 ) 满足时， （ 5 . 3 . 7 )/ 及 （ 5 . 3 . 7 )〃 同时满足，故/在闭区间 
[ a , b ] 上取常值 

注 1 若函数/在闭区间[% b ] 上可微且单调不减（或单调不增)， 




Vx G [ a , b ]( f ( x ) ^ 0 )( 或 ( f ( x ) ^ 0 )) 


选是导数的定义 


/(rc -\- h )- f ( x ) 


尸 ⑷= lim 


h 


的推 论：若 / 单调不减,则不论 / i 是正的还是负的，有 

/(x + h ) - f ( x ) 


彡0, 


h 


故 f ( x ) > 0 . 单调不增情形的证明相仿- 

注 2 若（ 5 . 3 . 7 )式换成 


Vx G > 0 )( 或 ( f ( x ) < 0 )) ? 


则结论应换成 


G [ a , b}(x < y ^ f ( x ) < /( y )) (或 {x < y => f ( x )> f ( y ))) • 
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换言之，/在 [ a ，6] 上严格单调 


这个结论的证明和推论 5.3.1 的证明一样, 
例 5*3*1 因 


是连续偶函数，故由 4.5 节题 10( v ) ? 


COSO ； 


Vx G ( —7 r /2, 7 r /2 )(cosx > 0) 


因 


(sinxY = sin’ 


x = cos a ;， 


故 


在开区间 (-7 r /2,7 r /2) 上递增，因而, sinx 在闭区间 [- tt /2, tt /2] 

是奇函数，故由 4.5 


sinx 


上必递增（同学补出这个论断的证明细节).因 
节题 10 ( vi ), 有 sin (±7 r /2) = 士1. 

总结以上结论，我们有 

命题 5.3.1 正弦函数 sin 在闭区间 [-tt/2, tt/2] 上的限制（仍记做 
sin ) 是闭区间[- 7 r /2,7 r /2] 到闭区间 [-1,1] 的单调递增连续函数，因而 
是闭区间 [-7T/2, 7T/2] 到闭区间 [-1,1] 的双射.因 

余弦函数 COS 在闭区间 [0,7T] 上的限制（仍记做 COS ) 是闭区间 [0,7T] 

到闭区间 [-1,1] 的单调递减连续函数，因而是闭区间 [0,7T] 到闭区间 
[-1,1] 的双射. 

定义 5.3.2 如上限制后的正弦函数 

的反函数，记做 
制后的余弦函数 
做: cos - 1 ), 称为反余弦函数. 

arcsin 是开区间 [-1,1] 至 lj [-7 r /2,7 r /2] 的单调递增连续函数， 


sinx 


sin(7r/2 —:r )， 


COSK 




[-丌/2，丌/2] — [-1，1] 

(有时也记做 sin - 1 ), 称为反正弦函数.如上限 

[0,7 T ] — [_1，1]的反函数，记做 


sin 


arcsin 


(有时也记 


cos : 


arccos 


arccos 


是开区间卜1，1]到 [0， tt ] 的单调递减连续函数.根据定理5.2.3,我们 

有以下关于反正弦函数与反余弦函数的导数公 式：设 
等价地 


或 


y — arcsin a;, 


则有 


, x = sm y, 


(arcsin x)/ 


arcsin x = 




1 一 sin 2 


2 


sm y cos y 


— x 


y 


(5.3.10) 


应指 出的是 


e [- tt / 2 ， ti72 ]， 故 cosy ^ 0. 所以有 


y = 


arcsm x 


cosy = 


2 


\J 1 — 


sm 


y 
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类似地，有 


1 


(5.3-11) 


arccos x 


arccos $ — 




我们已知 


Vx G ( —7r/2, 7r/2)(cosx > 0 ), 


故 


Vo； € ( — 7r/2, 7r/2)(COSX _ 0 ), 


又 


cos (a: + 7r)— 


cos x cos7r — sin a? sm 丌 = 


— cosx， 


故有 


当 a : — ; + mr (n = 0, 土1，士2, • _ *) 时， 

Jmi 

定义 5.3.3 对于一切; r _ 7 r /2 + mr，n = 0, 士1，士2,… .， 正切函 

数 tan 和正割函数 sec 在 x 点处的值分别定义为 


+ 0 


COST 


smx 

tan or = - 

cosx 


sec a:= 


cos:c 


同理可证 


当： r _ nn(n — 0, 士1，士2, . • ■) 时 ， sin x ^ 0 


故可引进 


定义 5.3.4 对于一切 : c ^ 

和余割函数 esc 在 x 点处的值分别定义为 


= 0, 士 1 ，士 2, •. ■，余切函数 cot 


n7r, n 


cosx 

cot X = - 

smx 


cscx = 


smx 


由定理 5.2.1 的 （ iii )， 不难证明以下两个命题 

命题 5.3*2 当 : r 一 7 r /2 + n ? r ， 


0, 土1，士2, • _ •时，我们有 


n = 


( tanx )’ = tan ’ 


(5.3.12) 


JU m ~ - 


2 


COS 。X 
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■D 


和 


smx 


(5.3.13) 


sec x — 




2 


COS" X 


命题 5.3.3 当 : r _ mr (n = 0, 士1，士2,…）时，我们有 


(cotxY = cot ’ 


(5.3.14) 


x = 


2 


sm x 


和 


— C0SX 


(CSCX)’ = csc ; X = 


(5.3.15) 

由 （5.3.12) 式可见，函数 tan ^ 在开区间 (-7 r /2,7 r /2) 上是单调递 
增的 ，且 tan ((—7 r /2, tt /2)) = R. tan 在开区间 (—7 r /2,7 r /2) 上 的限制 
(仍记做 tan ) 的反函数记做 arctan : R —► (― 7 r /2,7 r /2). 

由定理 5.2.3, 不难证明以下两个 命题： 

命题 5.3.4 我们有 


2 


sin x 


(arctan ; r )’ 


(5-3.16) 


= arctan x — 


和 


( arccotx ) / 


(5.3,16)， 


=arccot x — 


1 + x 2 

我们把最常用的初等函数的导数公式列成如下表格 


函数 


导数 


函数 


导数 


0 


sin x 


cos a: 


c 


cosx 


— smx 


x 


o ； — 1 


(x > 0) 


tan x(x tt/2 + nir) 


ot 


QiX 


X 


2 


COS& X 


-1 

m 2 


-1 


一 （x / 0) 


cot x{x ^ titt) 


:一 2 


X 


X 


sm a; 


arcsinx(|a;| < 1) 


(a > 0) 


X 


X 


In a 


a 


a 


x(|x| < 1) 


X 


X 


e 


arccos 


e 


log a \x\{x ^ 0) 


— log 


arctan x 


e 


a 


2 


X 


In \x\(x ^ 0) 


arccota: 


2 


x 
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定理 5.3.4( Darboux 定理）设 f ( x ) 是闭区间 [ a ， 6 ] 上的可微 

函数 （/ Or ) 在 [ a , 6] 的两个端点只有单边导数)，又设 

4 ⑷ <c< 广⑻或 /;(a)>c>/i ⑻， 


则有 （ G ( a ， b )， 使得 f ⑹ 

证先设 c = 0,并先将定理的条件确定为 


= c 


A ⑷ <0</:⑻ • 

/可微,/必连续.由定理 4.2.3, /在闭区间 [ a , 6] 上必达到最小值.由给 

定的条件,在点 a 的右边近处必有一点，使/在该点处的值小于 /( a ). 
同理，在点6的左边近处必有一点，使/在该点处的值小于/⑻.故/ 
it [ a , b] 的两个端点不可能达到最小值 . /在开区间 （ a ，6) 的某点$达 

到最小值.由 Fermat 引理，广⑹= 0. 

再考虑条件是 f+(a) < c < f!_(b) 的情形.这时，令 

g (^) = /( 工） 


— CXj 


我们有 


3 +M < 0 < gL{b) 


故有 C G 使得 


= 0 . 


因 9 f {x) = f{x)-c, 故上式可改写成广 (0 

条件是 /；( a ) > c > fL(b) 的情形，可对 〆 ： r ) = -/⑷应用上述 


C 




结果而得 


□ 


定理 5 . 3 . 5 (Cauchy 中值 定理）设/和 P 是闭区间 [a,b] 上的 

两个连续函数，又设/和9在开区间 ( a ? 6) 上可微，且 


Vx G (a,b)(g\x) ^ 0 ), 


(5,3.17) 


则 


f(b)~f(a) = f(c)\ 
分 ( 6 ) - g(a) 一 9 / (c)J r 


3 c € ( a , b) 


( 5 - 3 - 18 ) 
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证根据上面的 Darboux 定理（定理 5.3,4), 条件 (5.3.17) 和推 

论 5.3.1 的注2, g 在 [ a ，6] 上单调递增或单调递减，故 g 有反函数 


: b ⑷， 5(0] — [ M ] (或 [5 ⑻，分⑷] —[ a ， 


9 


且沒 _1 在区间[咖) ， g (6)] (或 [ g ( b ), g ( a )}) 上连续，在区间 ( g ( a ), g ( b )) 
(或 ( g ( b ) ig ( a ))) 上可微.令 


h = fog - 1 : [ g ( a ), g ( b )] /([ a , 6]) (或 [ g ( b ), g ( a )} /([ cz ，6]))，（5,3.19) 


则"在闭区间 b ⑷， 〆 6)] (或闭区间⑻ J ⑷])上连续，并且在开区 
间 （ Wa )， 抑 ))( 或开区间 ( g ( b ) j 9 ( a ))) 上可微.对函数 h^f 

Lagrange 中值定理，有 dG ( g ( a ), g ( b ))( M ( g ( b ), g ( a ))), 使得 


用 


9 


KoW ) - h ( g ( a )) - h ; ( d )( g ( b ) - g ( a ))- 


(5-3.20) 


注意到（5.3.19)，有 


h\d) = /'(iT 1 ⑷ KirW) = f{9~ l {d)) 


(5.3.21) 


9 f ( g _' d )) 


把 （5.3.19) 和（5_3.21)代入（5.3.20)，得到 

尸(沒 一 1 ⑷） 

ViFW) 

1 ⑷，等式（5.3_22)便成为 (5.3.18). 

定理 5.3.6(rHopital 法则） 设函数 / : ( a , b ) 
( a , b )^ K 在开区间 （ a , fe ) 上可微，其中 

区间 （ a ，6) 上 g \ x ) / 0,又 


(5 W _ ♦)) 


/W _ /⑷= 


(5.3.22) 


记 


□ 


c = g 


R 和函数 

^ a < 6 ^ oc , 且在开 


9 : 




尸 ( 工 ) 


(5.3.23) 


= A 


^+。 〆㈤ 


^ ^ ^ oc . 则在以下两个条件之一得以满足时 


其中 


— OC 


Um /( x ) = lim g ( x ) = 0或 lim g ( x ) 

x—a+0 x—►a+O a:—a+0 


(5.3.24) 


oc ， 
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我们有 


lim l ^= A . 

- ► a+O g ( x ) 

b -0 时也成立. 

对于任何满足不等式 A < p<q 的两个实数 P 


以上结论在 

证先设 

和 A 由（5.3,23)， 


+ 0 换成 


x — > a 


x — ^ 


oo 


尸 ㈤ 

g f ( x ) 


3 c G ( a , b)\(x G ( a , c ) 


< P<Q 


因 Vx e ( a ， 6 )( 5 '(; r ) # 0 )， 由 Darboux 定理， 〆 在 （ a , 6 ) 上保持符号不 
变，故 g 在 ( a , b ) 上严格 单调. 因此 


彐 Ci G ( a , c)Vx G ( a , ci )( g ( x ) ^ 0 ) 


由 Cauchy 中值定理， 


/( x ) - f ( y ) = /’ ⑹ 

g{^) - g(y) ~ p’(0 


V (: r ， y ) C ( a , ci )3^ € ( x , y ) C ( a , ci ) 


<p<q 


(5,3.25) 

+ 0 ,有 


若 (5.3.24) 中的第一个条件满足，在 (5,3.25) 中让 


x — > a 


f(y) 


Vy G ( a , ci ) 


(5.3.26) 


^ P<Q 


g(y) 


若 (5.3.24) 中的第二个条件满足，贝 U 


g{^) - 9{y) 


1-_>0 


Vy G ( a , ci )3 c 2 6 ( a , y)ix G ( a , c 2 ) 


9($) 


P ㈤ 


(5.3.27) 


E & (5.3.25) 及 （5.3-27)， 有 


/( 工）一 /(y) 


9{y) 


Vy e (a,Ci)Vx G (a ? c 2 ) 


<p 1 — 


咖) 


9 ⑻ 


Efe (5.3,24) 中的第二个条件， 


〆 奶 » 、 fiy) / ^ 

<p ~ p W) + ^) <q 


fi x ) 


3 c 3 G ( a , c 2 )yy G ( a , ci)\/x e ( a , c 3 ) 




殳 ㈤ 


(5.3,28) 
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由 （5.3.26) 和 （5.3.28), 只要 (5,3,24) 中的两个条件有一个满足，贝 U 


A 彐 CgVx G (a, c g ) ( < q 

9W 


(5,3.29) 


时的 l ' HSpitar 法则已得证 ■ 
和以前的证明一样，可以证明 


由（5.3.29 )， A = —oc 

今设 A > - 


00 , 


fi x ) 


(5.3.30) 


Vr < A3d r ^x G (a ? d r ) 


> r 


g {^) 


由 （5.3.30)， A - oo 时的 rHopital 法则也得证 

最后设 


则 


—oo < A < oc 


f 

iv < AVq > A 彐 > a 彐 c" > aVx € {<^^c q ) n (a, d r ) ( r < — ■- < q 

9W 


这就证明了 - -oo < ^4 < oc 时的 1 ; Hopital 法则成立， 

应该指出， Rolle 定理， Lagrange 中值定理和 Cauchy 中值定理中 

论述的是可微函数的整体性质，而 r Hopital 法则是可微函数的局部性 
质，它是作为整体性质 Cauchy 中值定理的推论而放在本节中的.整体 
性质通常是较为深刻的. 
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定义 5.4 A 设函数/ : [ a , 6] ^ R 是可微的，/在: r 6 [ a ，6] 处的 

导数/» 6 R 是 一 个依赖于: c 的数，故 ; r ^ f ( x ) 也是 一 个映射（函 


数) 


f : [a, b] R. 

假若这个函数 尸在: r 处又有导数，则这个 f , 在 x 处的导数称为/ 
在: c 处的二阶 导数， 记做若/的 n 阶导数 / ( n ) (： c ) 对于任何 

\ a , b ) 已有定义，它也是一个函数/ ㈧ 又若这个函数 
在 x 处又可微，则/的 n + 1阶导数在; r 处的值 f ^ n +1 \ x ) 定义为这 


x E 
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个函数 / ( n ) 在 Z 处的导数 


户 +1) ㈤ = (/ (n) )， ⑷. 


(5.4.1) 


假若函数/在： e 处有直到 n 阶的导数，则称/在 a : 处 n 次可微.若 
函数/： ( a ,6)^ R 在开区间 （ a , 6) 的每一点: r 处 n 次可微,则称函数 

/ : (a, 6) — > R 在开区间 （ a, 6) 上 n 次可微. 

定义 5.4.2 设函数 f ：[ a , b }-^ n 是可微的，/在: r e [a,6] 处的 

微分 ( df) x : R ^ R 是一个一维线性空间 R 到自身的线性映射.这个 
线性映射 ( df ) x 依赖于 : z ：, 故/的微分#可看成 [ a , 6] — £( R ， R ) 的 
如下 映射： 


df ： ( dj %， 

其中 C { R , R) 表示 R^R 的线性映射的全体.注意到 £(R ， R) 与 R 
之间有如下自然的 双射： 

Z ： (R,R) 中的每个元素 （线 性映射—个一行一列的矩阵 

^矩阵的唯一的元素 e R . 


以后我们总是不加申明地将这个自然的双射所对应的两个元素看成 
是一个东西.以上这个自然的双射使得 [ a , — £( R , R ) 的映射全体 

与 [ a ，&] — R 的映射（即 [ a ,6] 上的实值函数）全体之间有个自然的 
双射，换言之 ，每个 df G 可看成 ^([ a ,6], R ) 的元 

素，其中 r { A , B ) 表示 A 到 B 的映射全体 .若 df € ^([ a ,6], R ) = 
^•([ a ,6], Z ：( R , R )) 是可微的，它的微分 dodf = d(df) 称为/的二次 
(或二阶）微分，记做 


d 2 f = dodf = d ( df ) 

归纳地,可以定义 n 次（或 n 阶） 微分： 

d n+1 f = d [ d n f ). 

注 1 以上讨论中的函数的目标域 R 可以换成 C . 只要不牵涉 
到大小的比较，所有的推理可完全一样地通过.为了方便，下面的讨论 
仍限制在 R 上.同学可自己问自己：换成 C 后结论成立否？ 


(5.4.2) 


(5.4.3) 
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注 2 利用上述的自然双射，对于每个: r G [a, 6], ( d 2 f) x = { d ( df)) x 

€ £( R , R ) = £( R ,£( R , R )) 应看成是由 R 到 £( R , R ) 的线性映射, 
后者又可看做 RxR-.R 的一个双线性 映射： 


{ d 2 f) x : R x R — ^ R , 


y ( u , v ) G R x R (( d 2 /) x ( w ^) ^ [( d { df )) x ( u )}( v )), 

其中 ( d ( df )) x ( u ) eC ( K , Il ). 

( d 2 f ) x 作为双线性映射，它具有 性质： 对于任何 ( u ， v ), 

(^； l , t ? i ) G R x R 和任何 a ， ai ， 6, h e R ， 有 


(5,4.4) 


注 


( d 2 f) x (au + aiux.bv + bxvi ) = ab ( d 2 f ) x ( u , v ) + abi { d 2 f ) x { u , Vi ) 

+ aib { d 2 f ) x ( u !, v ) + 


归纳地，在 z 处的 n 次（或 n 阶）微分可看做 R 
〜线性 映射： 对于任何 a; e [a, 6], 


R 的一个 


( d n f ) x ( u u ■•■，〜） G R , 


且对于任何 j G {1, 2, …， n } 及固定的 


乜1，叱， • 


, j _ 1 , ^j + l ， 


， Wn ， 


* * * 


( d n f ) x ( u lr 


• ，巧- 1 ，％ 巧 +1 ， 


是 t ; 的线性函数. 

注 4 我们之所以强调 （ fj % 是 n - 线性映射是因为这在讨论多 
元函数微分学和无限维空间上的微分学时方便.因 （ R ) 

性映射 A 均可表示成 


R 的 n - 线 




= aui 


其中 a G R . 在一元函数情形， n 次微分与一个实数相对应.确切些说， 

{d n f) x (ui , …， w „) = / (n) (x)ui … u n , 

这公式表达了一元函数的 n 次微分与 n 次导数之间的联系. 


(5.4.5) 


§5.4 高阶导数，高阶微分及 Taylor 公式 


183 


注5 设 A 和 S 分别是 j - 线性和 fc - 线性的 R ； — R 和 — R 
的映射，则 A 与 S 的 张量积 A 0 B 定义为 W +k ^ R 的如下 （j + /0- 
线性映射 


A (g) B{u\, 

上式右端是两个数乂卜,…，％)和 B { u j + u ---, u j + k ) 的乘积.有时， 
我们也用如下的简写 方法： 


， 处 j + k )， 


， ^ j + fc ) = 乂(从 


，巧，， 




■ 


A ® … ® A 


A 




个力 


故 


因 dx ( u ) 


乜， 




(da;) n (ui, 

所以，等式 (5.4.5) 可以改写成 


? W n ) = Ui 


^ n * 


)^ f ^( x )( dx ) n ( Ul , 


( d n f ) x ( u lr . 


(5.4.5)’ 


? 


或 


d^f 


/ ㈨ 


(5.4.5) 


dx 


这又是 Leibniz 引进的 n 阶导数的记法，不过,这里给出了这个记法的 
新解释. 


以上这五条注同学们读起来会感到十分费解.它们是为以后介绍 
多元微分学（第8章）及线性赋范空间上的微分学（第8章的 8.9 节) 
作准备的.到那时回来再读也许会清楚些.现在你只要把一元函数的 
各阶导数在 x 处的值理解成一个数就够了. 

例 5.4.1 对于任何自然数 n 和实数//，用数学归纳法可得 


d n ( x ^) 

dx n 


- 1 ) … （" 


+ l )^~ n . 


— n 


例 5.4.2 对于任何自然数 n ， 用数学归纳法可得 

d n In |x 


(― W — 1)! 工一 ' 




dx 
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㈡ 


例 5.4.3 对于任何自然数 n 和实数 a , 用数学归纳法可得 

d n exp ( ax ) 


n 


exp ( ax ) 


-— ^ (X 


dx 


n 


例 5.4.4 对于任何实数 a 和非负整数 fc ， 用数学归纳法可得 


sin ( ax ), 若 n = 4 k , 
cos ( ax ), 若 n = 4々 + 1， 

( ax )^ 若 n — 4 k + 2, 
( ax ), 若 


71 


a 


d n sin ( ax ) 


71 


a 


T17T 


= a n sin ax + 


dx 


2 


71 


— a n sin 


n 


n = 4 /c + 3 


— a rv cos 


例 5.4.5 对于任何实数 a 和非负整数 A ;， 用数学归纳法可得 


cos ( ax )^ 若 n = 4 k , 

( ax ) ，若 n = 4 k -h 1 7 

cos ( aa :), 若 n = 4 fc + 2, 

若 n = 4 fc + 3, 


n 


a 


d n cos ( ax ) 

dx n 


n 


sin 


U7T 


n 


— a cos ax 


2 


n 


—a 


n 


a sm ax 


命题 5.4.1 设 / 和 g 是两个在: r 处有 n 次导数的函数，则 f + g 
在 ; z : 处也有 n 次导数，且 


{f + 9 ) in \ x ) = f ^\ x )+ g ^( x ) 


(5.4.6) 


和 


( d n (f + 9)) x = ( d - f) x + ( d ^ g ) 


(5.4-7) 


X 


证对 n 作归纳法便得. 

命题 5.4.2( Leibniz 公式）设/和 g 是两个在 x 处有 n 次导 

数的函数，则/ 1在 r 处也有 n 次导数，且 


□ 


n 


(/■5) (n) 0r) = m ⑴㈤ 


{^-3 


)( 工 ) 


(5.4.8) 


9 


3=0 


和 


n 


( d n (f • g)) x 二 E r ( d ^ f ) x ® ( d ^ g ) 


(5,4.9) 


X 


3 


j=o 
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证对 n 作归纳法便得，其中用到了证明 Newton 二项式定理时 
用到的关于组合数的恒等式（参看 1.9 节题2 ( ii ))： 对于任何自然数 

我们有 


n 


n 


□ 


3 


复合函数的高阶导数公式相当复杂，我们只看一下二阶导数的情 


m ： 


(/ 。 9) n {x) = (f f (g(x))g f (x)y = f ff {g{x)){g {x )) 2 + f{g{x))g N {x) 


(5.4.10) 


一 般的复合函数的高阶导数公式留作习题. 

下面的引理是 I 7 Hopital 法则的一种推广 . 

引理 5 . 4 .1(推广的 V Hopital 法则） 设函数/ : ( a , 6) — R 和函 

数没： ( a , 6) — > R 在开区间 （ a , 6) 上 n 次可微,其中 —oo ^ a < 6 ^ 00 , 
且在开区间 （ a ，6) 上 g ( n ) ( x ) # 0 •又 


r f {n) (x) 

lim , w N 

x^a+0 gf( n )(X) 

< OO , 则在以下条件得以满足时 


(5.4 J 1) 


=乂， 


其中 


_oo 


1}( lim f ^( x ) — lim g ^( x ) = 0), (5,4.12) 

x—►a+O 


VjG{0 ， l ， 


，n — 


我们有 


lim M=A 
x—^a+0 g{x) 

以上结论在 x ^ a - j -0 换成 x ^ b -0 时也成立 

证对 n 作数学归纳法便得. 

与导数定义等价的公式 


(5.4.13) 




f(x + h ) 二 f ( x ) + f { x)h + o ( h ), 


〃 


(5.1.9) 


对于 n 次可微函数/来说可作以下形式的推广 
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定理5.4.1(带 Peano 余项的 Taylor 公式）设函数/ : [ a , b ] — ^ 

C(m f : [ b , a ] ^ C ) 在点 a 处有直到 n 阶的导数 /»，•••，/ (n) ⑷，则 

0) 时，我们有以下等式： 

/ (n) (a) 


+ 0( 或 


当 


x — a 


x a — 


/⑻二 /⑷ + ^^(; r - a ) + … ■ + 


( x - a ) nj \- o((x — a ) n ). (5.4.14) 


1! 


n 


证为了证明（5.4.14)，只须证明以下极限为零 


.丄 / ( ),( a ) (a ： — a) 


/( 工 ） — （ /(a) + ^^(x-a) 


n 


+ 


ni 


lim 

x —^ a +0 


(x — a ) 


n 


F ( ar ) 


lim 


(5.415) 


= 0 , 


a+0 G ( x ) 


其中 


/ ㈨ ⑷ 


F ( x ) = f ( x ) - ( / ⑷ + ^ i ^( x - a ) + … + 


( x - a) n (5,4.16 )i 


1! 


n ! 


和 


G ( x )= : (x — a ) 


n 


(5.4.16) 


2 


因 / 在点 a 处有直到 n 阶的导数，故 / 的直到- 1) 阶的导数在以 
点 a 为左端点的某闭区间 [ a,a + e ] 上存在，且在点 a 处右连续，不难 


证明 




lim ⑴ ( x ) — 0 (0 y < n — 2) 

x—►a+O 


lim G ( x )= 

由推广的 V Hopital 法则，我们有 


f ( x ) - { f {°) + - a ) + … + {x - a ) 


n 


ni 


lim 

x —^ a +0 


(x — a ) 

， (n-l) ㈤- 严 - 1) ⑷一产)⑷ & _ 


n 


lim 

x — d +0 


n\(x — a ) 

/( n - l ) ⑻ _严- 1 )⑷ 

x — a 


严)⑷ 


lim 


= 0 




x-^a+O n! 
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(5,4.15) 证得. 

注等式 （5.4.14) 的右端的 n 次多项式 


□ 


f in) (a) 


尸⑷ 


P ( x - a) n 


/⑷+ 


(x - a ) ~\ - h 


1 ! 


n 


称为函数/在 a 点处的 （ n 次 ) Taylor 多项式， 右端最后一项 o (( x - a ) n ) 

称为 Peano 余项. 

定理 5.4_2( 带有明确表达式余项的 Taylor 公式） 设函数/ : 

[ a , b ] ^ C (或/ : [ b , a ] ^ C ) 在闭区间 [ a ，6] (或 [6, a \) 上有直到 n 阶的 
连续导数，且在开区间 （ a ，6)( 或 (6, a )) 上有 (n + 1 ) 阶导数，又设函数 
( p 在闭区间 [ a ,6] (或 [6, a ]) 上连续，且在开区间 （ a , 6 ) (或 ( b , a )) 上有不 

等于零的导数,则有 《 G ( a , x)me ( x , a )), 使得以下等式 成立： 

/⑷⑷ 


/’⑷ 


(x — a) n + Rn { x ), (5.4,17) 


/( x ) = /⑷ + 


(x — a) + • • • + 


1 ! 


n! 


其中 


咖）- 咖) 

#( 0 打！ 

证 对于任何 a: e [a,fe] (或; c G [6,a]) 和亡 € [0,0：](或亡£ [^, a]), 令 

f {Tl) (t) 


/(" +1 )(0(x-0 几 


(5.4.18) 


丑 n (工) 


m 


F(t) = /(:r)— /(*) + 


( 3 ? — t ) + . • • + 


(x-t) 


(5 A 19) 


n 


1 ! 


n! 


易见， F 在 [ a ，: z ;]( S [ x ， a ]) 上连续，在（〜:^或^^))上可微，且 

nt ) = 办一旷1 

i=o L 3 . 


， (n+l ) ⑷ 




(5.4,20) 


n 


n! 


在区间[£1，0：](或[3：，0])上对 P 和 p 用 Cauchy 中值定理，有 （ 6 
[ a ， x ] (或 （G [ x , a ]), 使得 


F ( x )^ F ( a ) _ ^(Q 
ip ( x )-( f ( a ) ~ ^(0 ' 
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将 （5.4.19) 及 (5.4.20) 代入上式便得 （5.4.17) 和 (5.4.18) 

定理5_ 4 _ 3 (带有 Schlomilch-Roche 余项的 Taylor 公式）设 
函数/ : [ a , b ] C (或/ : [6, a ] ^ C ) 在闭区间 [ a , 6] (或 [6, a ]) 上有直 

到 n 阶的连续导数，且在开区间 （ a ,6)( 或 （6， a )) 上有 (n + 1) 阶导数, 
则对于任何 p > 0,有 G (0, 1)，使得以下等式 成立： 

/㈨ ⑷ 




f ( x ) = / ⑷ + W 夂 ( x — a ) + - * + 


(x - a) n + R n ( x ), (5.4,21) 


1! 


n ! 


其中 


f( n+1 )(a + 6 (x — a )) 


(1 - 9 ) n+l - p (x - a ) 71 


+i 


Rn (^)= 


(5.4.22) 


nip 


证只需让 = ( x — t) p 代入公式 (5.4.17), 并让 $ = a -\-0( x — a ) 1 


便得 




定理 5 . 4 . 4 (带有 Lagrange 余项的 Taylor 公式）设函数/ : 

[«，&: — C (或厂 [ M ] — C ) 在闭区间[(2, 6] (或 [ b , a ]) 上有直到 n 阶 
的连续导数，且在开区间 （ aj ) (或 ( b , a )) 上有 (n + 1) 阶导数，则有 

沒 G 〔0，1)，使得以下等式 成立： 


/㈨ ⑷ 


/(x) = /(a) + ^(x-a) + -.- + 


(x — a) n + Rn { x ), (5.4.23) 


1! 


n ! 


其中 


/( n+1 ) (a + — a )) 

( n +1)! 

证只须让 p = n+l 代入公式 (5.4.22) 便得. 

定理 5 _ 4 . 5 (带有 Cauchy 余项的 Taylor 公式）设函数/ 

[ a , b ] ^ C (或/ : [_] — C ) 在闭区间 [ a ，&] (或 [6, a \) 上有直到 n 阶 
的连续导数，且在开区间 （ a , 6)( 或 (6, a )) 上有 (n + 1) 阶导数，则有 
0 G ( O ，1)， 使得以下等式 成立： 


n+1 


Rn(x) 


{x — a ) 


(5.4.24) 


□ 


/ ㈨ ⑷ 


f ( a ) 


f ( x ) = f ( a ) + 


(x — a ) -\ - h 


(x — a) n + R n ( x ), (5.4.25) 


1! 


n ! 
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其中 


f( n+1 ^a + 6 (x — a )) 


(I - 6 ) n (x - a ) n+ \ 


^ n (^) — 


(5.4.26) 


n 


证只需让 p = 1 代入公式 （5.4.22) 便得 
应该指出，定理 5.4.1 是局部性质，而定理5.4.2, 5.4.3, 5.4.4 及 5.4.5 

是整体性质.整体性质对于研究函数的 Taylor 级数的收敛性是不可缺 
少的工具.还应指出， Taylor 多项式可以用微分表示成如下形式： 

/ ㈨ ⑷ 




/’⑷ 


(x — a ) + ■ • ■ + 


(x — a ) 


/⑷+ 

= /(«) + _a) + …+ ^(cTfUx-a, 


n 


1! 


n 


— <2) 




重 


n 


其中 


( d n f) a (x - a , 


— a ) 


重 


n 


表示 n - 线性函数 W ) a 在 ( 


a ) 处 的值. 因而 Taylor 公 


x — 


d， _ . . ， X — 


重 


n 


式也可以用微分表不 . 例如，带有 Lagrange 余项的 Taylor 公式可以写 

成如下 形式： 


f ( x ) = /( a ) + —{ df) a (x - a ) + 


+ ^y(^/)a(x- 


- a ) 


、 X 


a ， 


4 • ■ 


1! 


重 


71 


(d n+1 f) a+ e(,-a)( 


a ) 


(5.4.27) 


x — a , 


，： r — 


(n + 1)! 


( n + l ) 重 

等式 (5.4.27) 只是等式（5. 4 . 2 3)和 (5.4.24) 的另一种表达 方式. 它在多 

元函数情形有相应的推广. 
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Taylor 公式可改写成 

/，⑷ 


/ ㈨ ⑷ 


f ( X ) - /(°) + 


(x — a ) + 


(x — a ) 


n 


= R n {pc) 




■ 


_ « 


1! 


n ! 
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由此可知 


定理 5.5.1 若对于任何 ; r e (<3,3)(或0：£ [ c , d ), 或 : c e ( c , d ], 或 

e [ c ， d ])， 有 


X 


lim R n (^) = 0, 


(5.5,1) 


于是在区间 （ C ， c0 (或 [ c ， d )， 或 （ c ， 4, 或 [ c , d ]) 上便有函数 /(X) 关于 

点处的 Taylor 级数 展式： 

f (n) (a) 


a 


oo 


/ ㈨ = 12 


(x — a ) 


n 


n \ 


n -0 


/ ⑻⑷ 


尸⑷ 


f ( a ) + 


(s - a ) H - \- 


{x — a) n + • 


(5.5.2) 


* 


_ 


1! 


nl 


若极限 （ HI ) 在闭区间 [ c ， d ] 上是一致收敛的，则级数等式（5,5. 2 )也 

是一致收敛的. 

证显然. 

例 5.5.1 对于任何 xgR , W 


□ 


71 


n 


X 


X 


X 


E 


(5.5.3) 


— = ! + - + 


■ ， 手 ■ ■ 


+ * …， 


exp x — 


■，拳 


_ 


1! 


n \ 


ni 


n—Q 


且以上级数在任何有界闭区间上一致收敛于 

证当 /( x)=exp x 0 t , 由例 5.4.3, (5.5.3) 右端级数的部分和是 
f ( x ) = expo : 的 Taylor 多项式,且它的 Lagrange 余项有以下形式： 

exp 乏 

其中0 <《< rr (或 x <^<0).当 M M 时，由 (5.5.4), 我们有 

M n+1 

(n + i)r 


expx 


n +1 


丑 n(T) ~ 


(5.5.4) 


x 


jR n ( x )( ^ exp M 


故 


lim |i?n(x)| = 0, 

n ― ►oo 

且以上极限在: r G [- M , M ] 上是一致的 


□ 
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应注意的是，等式 （5.5.3) 和作为 
上是完全一样的.等式 (3.5.2) 适用于 xeC . 我们刚证明的 (5.5.3) 是 

在条件^ € R 下得到的.复平面上一类称为解析函数的 Taylor 展开 

将在复变函数论的课程中讨论.无论如何,我们现在知道了，作为 exp 

定义的等式 (3.5.2) 的右端是 exp : r 的 Taylor 级数. 

例 5.5.2 对于任何 x G R ， 有 


定义的等式 （3.5.2) 在形式 


expx 


x 


2n+l 


272 + 1 


3 


X 


X 


X 


X 


E(-i) 


+ (-ir 


n 


-- + 


smx 


_ _ 


• t • 




(2n + l)! 1! 


(2n + l)! 


3! 


Tlf *™ 0 


(5,5.5) 


且上述级数在任何有界闭区间上一致收敛于 

证当 f ( x ) = 

f ( x ) = sin ； r 的 Taylor 多项式，且它的 Lagrange 余项有以下形式 


smx 


时，由例5_ 4 , 4 , (5-5.5) 右端级数的部分和是 


smx 


sin 


n+1 


2 ti+2 


丑 2n+l ㈤=( — 1) 


(5.5.6) 


X 


(2n + 2) 

其中 （ =知，0 < 0 < 1，由此可知0 < 4 4或 a : <《 < 0), 当 M 彡 M 

时，由（5.5.6)，我们有 


M 2n+2 

(2n + 2)! 


丑 2n+l ( 工 ）| ^ 


故 


lim |只2打+1 (工) | = 0， 
n—oo 

且以上极限在任何有界闭区间上是一致的 

应注意的是，等式 (5.5.5) 和作为 sim 定义的等式 (3.5.8) 在形式 
上是完全一样的.等式 (3.5.8) 适用于 xG C . 我们刚证明的 (5.5.5) 是 

在条件 xeK 下得到的.无论如何，我们知道了，作为 

式 (3.5.8) 的右端是 

例 5.5.3 对于任何 x € R ， 有 


□ 


定义的等 


smx 


的 Taylor 级数_ 


smx 


个 2 n 

1) 打 i _ 

2 ) ㈣ ! 


2 


4 


2n 


X 


X 


X 


+ (-i) 


n 


. ， (5.5.7) 


=1 — 


2! 4! ^ 


-1—— 

(2 ny 


cos a: = 


• * 
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且以上级数在任何有界闭区间上一致收敛于 

证当 /㈤ 


COSX 


时，由例5.4.5, （5.5.7) 右端级数的部分和是 
的 Taylor 多项式，且它的 Lagrange 余项有以下形式： 


= COSX 


f ( x ) = COSX 


sm 


2tt+1 


R 2 n {^) = ( —1) 


(5.5.8) 


n 


X 


(2 n + 1)1 

其中 0 < 《 < 4 或 Z < 《 < 0) .当 H 彡 M 时，由（5.5.8)，我们有 

M 2n+1 

{2 n + 1)! 




故 


lim \ R2n ( x )\ = 0 


且以上极限在任何有界闭区间上是一致的 

应注意的是，等式 (5.5.7) 和作为 


□ 


定义的等式 (3.5.7) 在形式 
上是完全一样的.等式 (3.5.7) 适用于 x e C . 我们刚证明的 (5.5.7) 是 

在条件 xeK 下得到的.无论如何，我们知道了，作为 

式 (3.5.2) 的右端是 


COSO ； 


定义的等 


COSX 


的 Taylor 级数. 
例 5.5.4 对于 : r G (—1，1]，有 


cos；r 


n+X 


2 


3 


4 


(- 1 ) 


n 


X 


X 


X 


X 


ln(l + x ) = 


n+1 


+. _ _ + ( _ l ) 


2 3 4 


n 


n 


n—l 


(5.5.9) 


证由例 5 A 2 和复合函数求导的锁链法则，并注意到 


(1 + 汁=1， (1+ x )^ =0, 


n = 2,3,4,…， 


利用归纳原理，我们有 


(_ l) n -Yn — 1) 

(1 +工） 

因而， (5.5.9) 右端的级数的部分和是函数 ln(l + ; r ) 的 Taylor 多项式, 

且它的 Taylor 展开的 Lagrange 余项和 Cauchy 余项分别具有形式： 


( ln(l + x ))( n ) = 


n 


n+1 


(—i) 


n 


X 


Rn { x ) = 


(0 < ^ < l ) 


(5.5-10) 


(n + 1)(1 + 0 x ) n+1 
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和 


n+l 


(~ i ) n ( i - e ) 

(1 + 0x) n+1 

当 ； r G [0 ， 1] 时，由 (5.5.10), 


n 


X 




( 0 < 0 < 1 ) 


(5.5.11) 


丑 n ㈤ I 彡 ^ + 1 、 


故 


lim R n (x) = 0 (x G [0,1]) 

Tl ― ^OO 

又当 r G (—1 ， 1) 时，由（ 5,5_11 )， 


n+l 


n 


X 


丑 n ㈤ I 彡 


1 — \x\ -h 9x 


因当 : c > —1 时 ， 1 +^r > 1 — 沒，故 


n 


9 


< 1 


1 + 9x 


所以，当 M < 1 时， 


lim Rn(x) = 0. 


故 （ 5.5.9) 当 x € (-1,1 ] 时成立 

特别 , 在 ; r = 1 时，我们有 




(-l ) n+1 


+ 1 


(_1 广 


1 1 1 

2 3 4 


E 


ln 2 = 


(5.5.12) 


"7 + 


n 


n 


n—l 


(5.5.12) 右端的级数是非绝对收敛的收敛级数 . 而且，它是慢悠悠地收 
敛到 ln2 的： 要想得到 ln2 的小数点后两位有效数字的近似值，必须 
把级数展到第一百项！ 

我们已知 


E 

n— 1 


= —OCL 


n 


若约定 InO = —oo 


则 （5.5.9) 当 x G [-1,1] 时成立 
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例 5.5.5 对于 x G (—1，1)， a G R ， 有 


a(a — 1) ■ - • (a — n + 1) 




71 


X 


n 


n=0 


a(a — 1 ) … （a _ n + 1) 


a(a — 1) 


a 


2 


x 71 + . ■.. 


—1 + —X + 


X + 


2 ! 


n ! 


1! 


(5.5.13) 


证由例 5.4.1 和复合函数求导的锁链法则，并注意到 


(l + ^^ l , (l + x )( n )=0, 


n = 2,3,4,…， 


我们有 


((1 + ： r ) a )( n ) = a(a — 1 ) … （a 


+ 1) (1 + x ) 


ot—n 


— n 


由此可知，等式 （5.5.13) 右端的级数的部分和是 （1 +0：尸的 Taylor ■多 
项式，而 （1 + 0 ：)° 的 Cauchy 余项具有形式= 6 x , 0 < 6 < X 代入 

(5.4.26))： 


a(a — 1 ) … （a — n ) 


ot — n—1 


(工) 


(1 + 0 


0 


n 


X — 


X 


n 


故 


a(a — 1 ) … （a — n ) 


-l 


丑 n (工 ）| = 


( 1+0 


OL—n 


0 


n 


X — 


X 


n 


n 


3； 


a 


a 


a— 1 


—— l (i + 0 


X 


a 


i + e 


n 


) 


a 


a 


Of 一 l^n+l 


(5,5.14) 


——i (i + 0 




X 


a 


n 


这里，我们用了以下的不等式 




yx e (― l, i)V( e (0, 1)( 或 \?^£(1 ， 0)) 


彡 W ， 


i+e 


它可以对 z < 0 和 : r > 0 两种情形分别讨论后得到. 
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当 a 给定后，只要 n 足够大，便有 


1 W 彡 


2 


所以，当 | x | < 1时， 


lira R n ( x ) = 0. 

n-^oo 

级数 （5.5,13) 称为 Newton 二项级数. 

由于对数函数和幂函数都是超几何函数的特例（参看 5.8 节的第 
5题的 （ i ) 和 （ U ))， 利用超几何级数的结果（参看 3.7 节的第15题和 
5.8 节的第4题和第7题)，例 5.5.4 和例 5.5.5 中的级数在端点的敛散 

性的研究就解决了.再利用 4.5 节第5题的结论 ( Abel 关于幂级数的 
第二定理)，例 5.5.4 和例 5.5.5 中的级数在收敛端点恰收敛于给定的函 




3|£fr 

数 


§5-6 凸 


定义 5.6.1 定义在开区间 ( a ， b ) 上的函数/ : ( a , 6) R 称为 

( a 5 6) 上的一个凸函数，假若 


Vx，y e ( a ，6 )VAe (0, 1)(/( 入 x + ( l -入) y ) < Xf ( x ) + (1- X ) f ( y )). (5-6.1) 

函数 f ：( a , b )^ R 称为 （ a ， b ) 上的一个严格凸函数，假若 


Vx，y e ( a , 6 )VA e (0,1) ( a ; ^ y f { Xx +{ l - X ) y ) < A / ㈤ +(1— A )/( y )) 

(5.6.2) 

注 1 (5.6.1) 中的不等式的几何意 义是： 投影落在区间 Or ， y )( 或 

( y , x )) 上的函数图像的那一段位于连接点 ( xj ( x )) 和点 ( yj { y )) 的直 
线段之下.参看图 5.6.1 

注2 (5.6.1) 的另一个几何解 释是： 以下的平面集合（即投影落 

在区间 ( x , y)(m ( y ^ x )) 上的函数图像之上的点集）是 凸集： 


{(u, v) G R 2 : u E (a, 6), v > f[u)} 


(5.6.3) 


5.6.2 凸函数的另一几何解释 


5.6.1 凸函数的几何解释 


定义 5.6.2 定义在开区间 （ ci ，6) 上的函数/ : ( a ， b ) — R 称为 
( a , h ) 上的一个 (严格）凹函数， 假若函数 - /在开区间 （ Afc ) 上是一个 
(严格）凸函数. 

注1 有时，凹函数称 为上凸函数， 而凸函数称 为下凸函数. 

注2 以后我们只讨论凸函数的性质.因为凹函数是凸函数加一 
个负号，凹函数的性质可由凸函数的对应性质导出. 

定理 5.6.1 定义在开区间 （ a , 6) 上的函数/ .• ( a , 6) — R 是 （ a ，6) 
上的一个凸函数，当且仅当以下条件之一得以 满足： 


/⑷- /( c ) / f ( d ) - /( x ) 

d 一 x 


(5-6,4) 


⑴ 


a < c < x < d <b 




d — c 


/ ⑷ -/ W 、 /㈦ - / ⑻ 

d _ c 

开区间 ( a , b ) 上的函数/: ( a ， 6 ) — R 是上的一个严格凸函 
数，当且仅当以下条件之一得以 满足： 


(5.6.5) 


( 2 ) 


< c < x < d<b => 




a 


c — x 


/⑷- /( c ) / f ( d ) - f ( x ) 

d — x ’ 


(5.6,6) 


( 1 ) 


a < c < x < d <b 


< 


d — c 


/ ⑷一 / W 、 /( C ) 一 /( X ) 


(5.6.7) 


(2) a < c < x < d <b 


> 


d _ c 


c — x 




§5.6 凸函数 197 


证过点 （ c ，/( c )) 和点 [ d ' m 、 的连线是函数 

/ ⑷ - f( c ) 

d _ c 

的图像.由定义 5.6.1 的注1，函数/在 ( a ， b ) 上凸的充分必要条件应 


( x - c )-\- f ( c ) 


ff ⑷= 


是 


/⑻- /( c ) 

d — c 


( x - c ) + /( c ). 


a < c < x < d <b => f ( x ) ^ 


这个条件和以下表述等价 


f ( d ) - f ( c ) 


a < c < x < d <b f { x ) - /( c ) 彡 


( 


X 


•I — ~^ 


d — c 


因此，函数 / 在 （ a ，6) 上凸的充分必要条件应是 

/( x ) - /( c ) / f ( d ) /( c ) 

d — c 

同理，函数/在 ( a ， b ) 上凸的充分必要条件应是 

/ ⑷ -/ (X) 、 / ⑷ -/(c) 

d — x 

定理的前半部分证毕.定理的后半部分的证明雷同 

注1 定理的另一个表 述是： 函数/ : ( a , 6) — R 是 （ M ) 上的一 
个凸函数，当且仅当对于任何 d e ( a , 6), 定义在 （ a , 6) 上的函数 

/⑷-/⑻ 

d ~ x 


(5,6_5)， 


a < c < x < dt <b => 




x — c 


(5,6_4)' 


a < c<x < d<b => 




o ? — c 


□ 


9d{x) 


是不减的 


函数/ : ( a ，6) — R 是 （ a ，6) 上的一个严格凸函数，当且仅当对于 
任何 d G ( a , 6), 定义在 （ a ， b ) 上的函数如是递增的. 

g d { x ) 表示点 （4/ W ) 与点 { xj ( x )) 的连线的斜率. 

推论 5.6.1 定义在开区间 （ a ，6) 上的函数/ : ( a ，6) — R 是 （ a , b ) 

上的一个凸函数，当且仅当 


注 


f ( d ) - f ( x ) 、 f ( x ) - f ( c ) 

dt — x 


(5.6.8) 


< c < x < d <b => 




a 


x — c 
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开区间上的函数/ : ( a ，6) — R 是 ( a ， b ) 上的一个严格凸函数， 
当且仅当 


/( d ) - f ( x ) 、/ ㈤ -/( c ) 

d — x 


(5.6.9) 


a < c < x < d <b 


> 


x — c 


参看图 5.6.3 


y 


y=f(^ 


o 


a 


c 


d 


x 


x 


图 5.6.3 凸函数割线斜率的几何解释 


证由定理 5.6.1 中关于 （ a ，6) 上的函数是凸函数的充分必要条 

件 (5.6.4) (5.6.5), 函数/在 （ aj ) 上凸的必要条件应是， 

/㈤ _ /⑻ / f ( d ) - f { x ) 

d — x 


(5.6.8)， 


a < c<x < d<b => 




x — c 


若 （5.6_8 y 成立，便有 


/( 工） 一 /⑻ 


cf [ d ) — f ( x ) 

d — x 


X—— c 

a < c < x < d <b => - - 

a — c 


d — c 


x — c 


(5.6.10) 


或等价地， 


/ ⑷ 一 / ⑻ 


fW - f ( x ) 

d — x 


d _ x 


x — c 

a < c < x < d<b ==> -- 

a — c 


^ 1- 


d — c 


x — c 


( 5 . 6 . 11 ) 


又因 


/ ⑷- /( c ) d-x f ( d ) - f ( x ) 

d — c d — x 


/W - /( c ) 


x — c 


(5.6,12) 


d — c 


d _ c 


x — c 


故 (5.6.11) 可改写成 


m-m / m- ⑽ 

d — c 


a < c < x < d <b => 


(5.6.4) ; 




d — x 
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这就是函数/在 ( a , b ) 上凸的充分必要条件 (5.6.4). 我们证明了 (5.6.8) 

是函数/在 （ a , 6) 上凸的充分必要条件.推论 5.6.1 的（关于凸的）前 

半部分已证毕，（关于严格凸的）后半部分的证明完全一样. 

推论 5.6.2 ( a , b ) 上的凸函数/在 （ a , 6) 上的每一点都有单边 

(左，右）导数.特别， ( a ,6) 上的凸函数在 （ a ， b ) 上的每一点都连续 • 
又 ( a , 6) 上的凸函数在 （ a ，&) 上的单边（左，右）导数都是单调不减 
的.同一点的左导数不大于右导数，而当 c，d e ( a ，6) 且 c < d 时，有 
/； ( c ) ^ f _( d ). 最后，/的不可微点（即左导数不等于右导数的点）最 
多只有可数个. 

证由定理 5.6.1 的不等式（5.6. 4 )，对于任何 d € ( a ， 6)，表示式 

/⑷- f ( x ) 

d — x 




Hx) 


当 : r e ( a ， d ) 时是单调不减函数.故 

之，函数/在 d 处有左导数.同理，函数/在 d 处有右导数.由此，函 
数/在 d 处连续.顺便注意到，函数/在 d 处有左导数是 
时， F ( x ) 单调不减地趋向的 极限. 由推论 5.6.1 的不等式 (5.6.8) 可知， 

函数/的左导数是单调不减的.同理，函数/的右导数也是单调不减 

的.再由推论 5.6.1 的不等式（5.6.8)，函数 f 在 d 处的左导数必不大 

于函数 f 在 d 处的右导数.推论的最后一句话可用 4.5 节的题6的结 
论来证明. 

注 （ a ， 6) 上的凸函数在 （ a, 6) 上的每一点都有单边 （左，右） 导 
数. 因此， （ a ，6) 上的凸函数在 （ a ，6) 上的每 一点都 有单边 （左，右） 切 


d - 0时， \ imF ( x ) 存在.换言 


d- 0 




线 


定理 5.6.2 开区间 （ a ，&) 上的可微函数/ : ( a , 6) — II 是 ( a , b ) 
上的一个凸函数，当且仅当 


a < c < d < b ^ f ’( c )《 f { d )\ 


(5.6.13) 


开区间 ( a ， b ) 上的可微函数/ : ( a ，6) — R 是 ( a ， b ) 上的一个严格凸函 
数，当且仅当 


<d<b=> f(c) < f(d) 


(5.6.14) 
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证只证定理的前半部分，后半部分的证明相仿.设可微函数/ : 

( a , b ) — R 在 （ a , 6) 上满足条件 （5.6.13) .由 Lagrange 中值定理， 

/㈤_ /㈦ 


Vx G ( c , d ) C ( a ，6)3( e ( c , x ){ 尸⑹ = 


(5.6.15) 


和 


/ ⑷一 / ㈤ 

d — x 

由条件 (5.6.13), (5.6.8) 式 成立. 故/是 ( a ， b ) 上的凸函数. 

反之，设可微函数/ : ( a ，6) — R 是 （ a ，6) 上的凸函数，由推论 
5.6.2, f 当然单调不减. 

推论 5.6.3 开区间 （ a , 6) 上的有二阶导数的函数/： ( a , b)^R 
是 ( a , 6) 上的一个凸函数，当且仅当 


Vx G ( c , d ) C ( a , 6)377 G ( x , d ) f { r ])= 


(5.6.16) 


□ 


Vx e ( a , b )( f f ( x ) ^ 0). 


(5.6.17) 


当以下条件满足时 


Vx € ( a , b )( f , f ( x ) > 0), 


(5.6.18) 


开 E 间 （ a ,6) 上的有二阶导数的函数/ : ( a , fe ) — R 是 ( a , 6) 上的一个 
严格凸函数. 

证 (5.6.17) 式是开区间沁， 6) 上的有二阶导数的函数/ :(〜 &)— 
R 的导数尸单调不减的充分必要条件. (5.6.18) 式是开区间 ( a , 6) 上的 

有二阶导数的函数 /：( a , ft )- R 的导数尸单调递增的充分条件. 

推论 5.6.4 设开区间 （ a ，6) 上的（有限）数值函数/: ( a ,6 )^R 
是上的一个凸函数，则 

Vc G ( a , b ) \ { x }( f { c ) - f ( x ) ^ /+( x )( c - x )). 

若开区间（屮0上的（有限）数值函数/ : — R 是 （ aj ) 上的一 

个严格凸函数，则 




Vc G ( a ,6)\{ ar }(/( c ) - f { x ) > f +( x )( c - x )) 
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证由推论 5.6.2 的证明中已经知道，凸函数/的右导数 f + { x ) 
是单调不减的差商的极限，严格凸函数/的右导数 f + ( x ) 是单调递增 

的差商的极限,推论的结论便可推得. 

注1 推论 5.6.4 的几何意 义是： 凸函数的图像不在它的任何右 

切线之下.除切点外，严格凸函数的图像永远在它的任何右切线之上. 

推论 5.6.4 中的右导数换成左导数依然成立. 

定理 5.6.3 开区间 （ a , 6) 上的可微函数/ : ( a ，6) — R 是 （ a , 6) 

上的一个凸函数，当且仅当函数的图像的所有的点都不位于此图像的 
任何一条切线的下方.开区间 （ a ，6) 上的可微函数/ : ( a ，6) — R 是 
( a , b) 上的一个严格凸函数，当且仅当函数的图像的所有的点，除了切 
点外，都严格地位于此图像的这条切线的上方.参看图 5.6.4. 




注 


y 


o 


图 5.6,4 凸函数的图像在切线上方 

证 设/在开区间 ( a , b ) 上是凸函数 ， c e ( a ,6 ), 则函数/的图 
像在点 ( c ,/( c )) 处的切线是函数 


ff (工 ) = /( c ) + /’( c )( x - c ) 

的图像.故函数/的图像与在点 （ C ，/( C )) 处的切线的高低取决于函数 

f(x) - g(x) = f(x) - /( c ) - f ( c ) (x - c) 

的正负.由 Lagrange 中值定理， 

3$ G 0,0；)(或《6 (x,c))(f(x) - g(x) = (/’((）-/’( c ))(: r - c )). (5.6.20) 

f 凸保 证了尸 的单调不减， （5.6.20) 的右端非负.故 

/(X) - g(x) ^ 0. 


(5.6.19) 
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换言之，函数的图像的一切点都不位于此图像的任何一条切线的下方. 

反之，设函数的图像的一切点都不位于此图像的任何一条切线的 

下方.由 (5.6.19), 


f { x ) - /( c ) ^ f ( c )( x - c ). 


故当 a : > c 时， 


f ( x ) - /( c ) 


彡 m 


X — C 


时， 


而当 


X < C 


/ ㈤ 一/( c ) 


^ f ( c ) 


X — C 


由此，条件 (5.6.8) 得于满足，/是 ( a ， b ) 上的凸函数. 

严格凸部分的证明相仿. 

推论 5.6.5 设 c e ( a , b ) 是开区间 （ a , 6) 上的可微凸函数/ 
( a , b )^ R 的一个临 界点： f ( c ) = 0,则 c 是/在 （ a ，6) 上的一个最小 


□ 


值点 


Vx G ( a , 6) (/( c ) < f ( x )) 

又设 c € ( a , fe ) 是开区间 （ a ， fc ) 上的可微凹函数 /:( a , fe )- R 的一个 
临 界点： f ( c ) = 0,则 C 是/在 （ a ， fc ) 上的一个最大 值点： 


(5.6.21) 


e ( a , b )( f ( c ) > f ( x )). 


(5.6.22) 


若以上命题的条件中的“凸”(或“凹”）改成“严格凸， ，(或 “严格 
凹”)，则结论 （5.6.21) 和 （5.6.22 ) 中的和” 当 x 爹 c 时应分别 


改成 


和 






> 


< 


证由于 c e ( a ， 0是开区间 （ a , &) 上的函数/ : ( a ,6) 的一 

个临界点，故函数/的图像过点 （ c ，/( c )) 处的切线应是水平的，它的 
方程应是 


y = f ( c )- 

开区间上的凸函数/的图像的一切点都不位于此水平切线的下 
方. (5.6.21) 证得.定理关于凹函数的部分可以化成凸函数而得到.凸 
和凹改成严格凸和严格凹后的命题的证明和未改时完全一样 
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定理 5.6.4( Jensen 不等式）设/ : (< 2 , 6) — ^ R 是 （ a ，6) 上的凸 

A n G (0, oo ) 且 Ai + • • • + A n = 1 ， 则以 


函数， 


’ . ， G ( a ， 6) ， Ai ， 


工1， 




下不等式成立 


f ( XiX \ + … + A n a : n ) ^ Ai /( xi ) + … + A n /( x u ). 


(5.6,23) 


证当 n = 2 时的 Jensen 不等式就是凸函数的定义.若已知 
1 时的 Jensen 不等式成立，我们要证明 
也成立.设 


71 


时的 Jensen 不等式 
， Am G (0, oc ) 且 Ai + . • • + A m 


m — 


m 


n 




, x rri G ( fl ，6)， Ai ， 


1, 


Xl , 




M * 


记 


M = 久2 + … + A m ， 


则 


入 2 


入 m 


^^ + 






入2 


入 m 


Xm e ( a , 6), 


— X 2 + 


+ 


* » « 






且 


Ai + /i = 1 


由此 


入 2 


Am 


f(X\Xi + . … + X n x n ) — f ( X\Xi + (1 [ - X2 + • • • + 


X 






入 2 


Am 


彡 Ai/(xi) +/// 


怎 2 + 


+ — X 


« _ 


m 




M 


入 2 


Am 


彡入 l /( Zl ) + / fe ) + … + 

= 入 i/( 工 l) + … + A n /(x n )- 


以上推理中的第一个不等式用了凸函数的定义，第二个不等式用了归 
纳法的假设 


□ 


§5.7 几个常用的不等式 


作为微分学的应用，我们将在本节中推导几个常用的不等式. 
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例 5.7.1 在 (0 3 oo ) 上考虑函数 


如 ㈤ 


(5.7.1) 


a 


一 ax + a — 1 


x 




试证 


1 > 0,当 a ：<0 或 l < ct , 而:时， 

<0，当 0< a < l ， 而 a ; 一 1 时， 

= 0，当 a € {0, 1} 或 x = 1 时 • 

证 当 a = 0 或 a ； = l 时，对 一 切 z e (0, oo )， g a ( x ) — 0成立是 
显然的.易见 


(5.7.2) 


0^2 


5 a (^) = a ^ r 0 ^ 1 — 1) 和 g f ^{ x ) ^ a(a - 1) 


X 


当0 ¥ a # 1时，方程 g ’ a ( x ) = 0 只有一个解 ：X = 1、 换言之，如 
只有一个临界点1,且 如⑴ = 0. 当 a < 0或1 < a 时，在 （0, oo ) 上 
( x ) > 0, 即如在 (0, oo ) 上严格凸；而当0 < a < 1时，在 (0, oo ) 上 

{ x ) < 0,在 （0, oo ) 上％严格凹.所以，当 a <0 或 l < a 时，1是 

1时，1是 9 a { x ) 在 


9 


a 


9 




& ( x ) 在 (0 5 oc ) 上唯一的最小 值点； 而当0 < 

( O ', oo ) 上唯一的最大值点， (5.7.2) 证得. 

例 5.7.2 (Young 不等式 ）设 a，b 6 (0, oo ), 而 
q ^ I , l/p + 1 /g = 1，贝 y 


a < 


□ 


a 


，当 p > 1 时， 


< — + — 

P Q 

^ 当 P<1 时. 

p q 

而且， （5.7.3) 和 （5.7.4) 中的等号成立，当且仅当 

证 只要在例 5.7.1 中让 
(5.7.3) 和 （5.7,4) 的证明. 

例 5.7.3 (Holder 不等式）设而彡0,识彡 0 (i = 1，…， n ) 且 

i/p + V 反 = 工，则 


(5.7.3) 


1 1 
ap b q 


(5.7.4) 


b 时 


a — 


a /6, a = l / p , l/q = 1 — l / p ， 便得 


x 
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I 


时， E 


E 




当 P > 1 


P 


(5.7.5) 


XiVi 彡 


X ： 


1 


当 0/ p<l 时 ， L XiVi ^ ( ^2 


_ « • 


P 


(5.7.6) 


X , 


当 p < 0时，我们要求 (5.7.6) 中的而 > 0 (i = 1，…， n ). (5.7.5) 和 

(5.7.6) 中的等号当且仅当 n 维向量 Or ?， …，喊）和 （ y ?， …，沾）线性相 
关（等价地，成比例 ：) 时成立. 

证只证 (5.7.5), (5.7.6) 可类似地获得.不妨设 


X = V<>0, Y = y2yf>0, 


因 X , y 中有一个等于零时， (5.7.5) 自然成立（且是等号).令 


P 


y! 


X , 


a = 


X ， 


y 7 


代入 Young 不等式 (5.7.3), 有 


lx i Vi 

pX qY ， 


XiVi 
1 1 
XpY^ 


i = 1， . …， n 


r < - 


把以上 n 个不等式 （i = 1，…， n ) 加起来，有 


x iVi 

i—i 

xiyi 

只要把以上不等式左边的分母移到右边，便得 （5.7.5) .由 Young 不等 
式的等号成立的充分必要条件可知， (5.7.5) 中的等号成立的充分必要 
条 件是： 


彡 1. 


P 


VI 


Vk { l ， …， n ' 专 

故 （5.7.5) 中的等号成立，当且仅当 n 维向量 


Y 
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) 和（2 /?，…，说) 


W ， 


p 




线性相关时 

例 5-7.4 (Minkowski 不等式）设而 > 0，％ 彡 0 (i = l ，. .， n )， 


n 


则 


I 


当 p > 1 时 ， (^( X i + Vi) P 


； (5-7.7) 




X 


当0#< 1 


.(5.7,8) 


当 p < 0时，我们要求 (5.7.8) 中的 ; Ti > 0 (i = 1，…， n ). (5,7.7) 和 

(5.7.8) 中的等号当且仅当 n 维向量 On ， 

关（等价地,成比例）时成立. 

证 只证（5.7.7)， （5.7.8) 可类似地获得.不妨设 


)和 { yir -. Vn ) 线性相 


，工 


^2(xi+yi) p > 0 , 


不然， （5.7.7) 显然成立 

对恒等式 


+ Vi) p = ^2 Xi ^ Xi + Vi ^ P ~ l + S yd x i + yi) p 

i=l i=l i^l 

右端两项用 Holder 不等式，有 


[](而 + Vi ) 


P 


l 


E 




Z >? 


P 


P 


P 




a ::- 


x 


i 
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其中 g = p /{ p - l ), 把上式右端的因子 




移到左端的分母上，便得 （5.7.7) .由 Holder 不等式的等号成立的充分 
必要条件知， (5.7.7) 的等号成立的充分必要条件是：向量«…，吨）与 
{{ xi + yiY ，-- ,{ x n + y n y ) 成比例，并且滅，‘‘.，沾）与 （ Oi + yi ) p ，…， 

(〜+2 M ) p ) 成比例.因而,…，喊）与«…,滅）成比例.故 （5.7.7) 
的等号成立的必要条件是：，…，〜）与（奶，…，2/ n ) 成比例.不难 
证明：由 Ori ， …，〜）与（奶，…， 2 M ) 成比例，便得向量«…， :<) 与 
((^1 + yi ) p , •••，（〜 + y n ) p ) 成比例，且⑽，…，滅）与 （( a：i + yi ) p ，…， 
( x n + Vn) p ) 成比例.这也是 （5.7.7) 中等号成立的充分 条件. 

例 5.7.5 因 f ( x ) = lna ; 在 (0, oo ) 上是凹的，由 Jensen 不等式 


□ 


得到 


22 ^ ln Xi 


(5.7.9) 


Wxi ^ OVA^ ^ 0 


因此 


(5.7.10) 


\fxi ^ OVAi 彡 0 


在 3.7 节的题1和题4中曾得到它的特殊情形，当时非常费劲.现在， 
利用微分学的方法，极为方便. 


§5,8习 题 


L 双曲正弦和双曲余弦函数己在 3.7 节题 29 中定义 . 


⑴试证 ： (sinh x) f — sinh ; x — coshx. 

(ii) 试证 ： (cosh x) f — cosh 7 x — sinhx. 

(iii) 写出 sinh x cosh;r 的 Taylor 级数 . 


( iv ) 双曲正切和双曲余切函数分别定义为 
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sinh x 

coshx e x + e~ 


e — e 


Vx € R tanhx = 


e 工 +e~ 

e x —— e 


cosh x 

sinhx 


Vx 7 ^ 0 ( cothx = 


~X 


试证 


2 


(tanh^y = 


=1 一 tanh x. 


2 


cosh 


x 


2 


(cothx) ; = 一 


= 1 一 coth 




2 


sinh 


x 


(V) 试证 


Vfe G Z((cosho: + sinh x) k = cosh kx + sinh kx). 


(vi ) 试证 


cosh x + 1 


cosh a; — 1 


x 


* i 2 

与 smh — = 


2 


cosh 


2 


2 


2 


2 


(vii) sinh, cosh, tanh 的反函数分别记做 Arsinh, Arcosh, Artanh , 它们的 

定义域分别为 R, [ 1 , 00 ) 和（一 1 ,1) .因 cosh 是偶函数， Arcosh 将是双值的，为 
使它单值，我们约定： Arcosho ： > 0 . 试证： 

\/x € R(Arsinhx = \n(x + \/ x 2 + 1 )), 

Vx ^ l(Arcoshx = \n(x + y/x 2 — 1 ))， 


"ix G (— 1 ， 1 ) 


Artanhj^ = - In - J • 


2 


(viii ) 试求 sinh, cosh, tanh 的反函数 Arsinh ， Arcosh, Artanh 的导数 . 


2 , 设函数 / :㈧ 6 ] — R 在 [a,b] 上连续且在 （ a ， 6 ) 上可微，又在 （ a ， b ) 上 


满足等式 


fi x ) = f(^) 


试 uE 


3c G RVx e [a, b](f(x) = c exp x). 

( 提示：对函数 g{x) = exp(-x) ^ f{x) 应用推论 5.3.1 中的结论（ 5. 3 . 8 ).) 
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3. 试证 


Vo: € R(expx > ;r) 和 Vx G ( —1, oc )( ln(l + x ) 彡 x ). 


(提示：对函数 fi ( x ) 

讨论它们的升降和极值 

4. 继续讨论 3.7 节题15关于 Gauss 超几何级数 


和 f 2 ( x ) = ln(l -\- x ) - x 求导，利用导数 


exp x — x 




a(a + 1) … （a + n — 1 )/ 3(/3 + 1 ) … （/5 + n — 1 ) 




n 


X 


几 !7(7 + 1) … （7 + ti — 1) 


的敛散性.今设 
究过了).我们要研究的是以下的级数 


K 0( 其他情形在 3.7 节题 15 中己研 


_ 1， -1 <7 


X = 


— a 


-1) = 




n=0 


(Q + 1) • • - (& + n — 1)/3(/? + 1 ) … .（/? + — 1 ) 


a 


E(-i) n 


.(5.8.1) 


n ! 7(7 + 1) … （7 + n — 1 ) 


TTr —— 1 


试证 ：（ i ) 有 An e R ， 使得 


7 — a — /? + l A 


江 ?2 + 1 


n 


n 2 ’ 


a 


n 


n 


且有不依赖于 n 的实数 L ， 使得 


|AnKi ； 


( ii ) 当 n 充分大时，比值 


> 0 ; 


a 


71 


( iii ) 若 7 


/?> - 1 ，当 n 充分大时，有 


— a — 


^ n+l 


1 > 


> o ； 




( iv ) 若 7 


—/?> - 1 , 贝 0 


— a 


^71+1 




= —CX )； 


a 


n 


71 = 1 
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(v) 若 7 


—1 ，贝 ！ J 


— OC — 


lim 


= 0 ; 


a 


n 


/3> -1, 则级数 （ 5.8_1) 收敛； 
-/? = -!, 则级数 （ 5.8.1 ) 发散 


(vi) 若 1 — 

(vii) 若 7 

把 3.7 节题 15 及本题的结果综合起来，可列出下表以说明超几 何级数 (在 


a — 


—(X 


实数轴上的）敛散性 


绝对收敛 


x[ < 1 

x\ > 1 


发散 


绝对收敛 


7 ^ ct — /3 > 0 

7 — a — < 0 


发散 


绝对收敛 


7 — o ： — /? > 0 

-1 < y - a - (3 ^0 II 条件收敛 


X — — 1 


发散 


7 — ct — /3 ^ — 1 


5. 试证： 

⑴当 p > 1 时，函数 f{x) = 在（ 0, oc) 上是凸的 ; 
(ii ) 当 p > 1 时， 


P 


71 


71 


n 


Ea 






P 


Vxi > OVAi > 0 




i 




(iii ) 当 p > 1， - + - = 1 ，彡 0, ~ > 0 时 ， Holder 不等式成立 

p q 


i 


i 


n 


n 


n 


P 


Q 


y2 S 


i=l / 

bl/ tblx^aitbl/bf^ 1 ) 

7 k = l k=l / / 


P 


a, 


% 


i~ 1 


i=l 


提示 ：在⑼ 的不等式中，令乂 = 


(iv) 类似地证明当 p < I 时的 Holder 不等式 
6. 设幂级数 f(x) = g 


的收敛半径是 


n 


ClnOC 


n=0 


P = 


又设 |;r| < xi < p , 试证 
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⑴级数 E nMx ^ 1 收敛. （提 示：用 3 . 7 节题 24 .) 


71 = 0 


( ii ) 若 |/ i | < xi - | x |， 贝 lj 


(x + h) n - x n 


n—1 


VneNU {0} 


^ nx 


h 


{x + h) n - x n 


k^n—h—1 


提示： 用恒等式 


J 2 ( x + h ) 


X 




h 


k = 0 


( iii ) 若叫 < m - | x |， 则级数 

/(X + /l) - f{x) _ 


(x + h) 


n 


n 


— X 




a 


71 


h 


h 


n=0 


绝对收敛_ (提 示： 利用 （ i ) 和 （ ii )_) 

( iv ) 当 | x | < p 时，有 


/(x + h)- f(x) 


E 


/ ㈤ = 

/i—►O 


n—1 




h 


n=0 


换言之 ， 幂级数在它的收敛开区间内可逐项求导. 

提示： 利用 （ Hi ) 及其记号，并注意建立在⑴和 （ ii ) 基础上的以下 事实: 

任给 e > 0,有 iV e N ， 使得 


(x + / i) n 


71 


—X 


6 


E 


h\ < xi — |a:| => 


< 


a 


n 


h 


2 


n=N 


( v ) 当 | x | < p 时，有 


产 )(0) 


/( x ) = S 


n 


X , 


n 


n=0 


故 / 的幂级数展开的系数是唯一确定的.（提 示： 利用 （ iv )_) 

( Vi ) Gauss 超几何级数定义的函数称为超几何函数，记做 


a (a + 1 ) * • ， (a + n — 1 )/ 3 (/? + 1 ) • • ■ (卩 + n — 1 ) 


x) = 1 + 

71 — 1 


F(q ； W ， 7, 


n 


X . 


n ! 7(7 + 1) … （7 + n — 1 ) 


记满足以下的（关于自变量 x 的）超几何微分方程 


(x — l)F f, — [7 — (of + /5 + 1 )工]〆 + a(3F = 0 ? 


X 
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5 


及以下的初 条件: 


F ( a ，/3，％0) = 1， 


dF 


aP 


云 (a，"，7,0) 


7 


(vii) 假若函数 p = g ( x ) 满足 （vi) 中的（关于自变量 x 的）超几何微分方 
程及 （Vi) 中的初条件，且5在一个以0为中点，长度大于零的开区间上能展开 

成幂级数，则的幂级数与 Gauss 超几何级数完全一样.换言之, s 的幂级数在 

(- 1, 1) 上收敛，且 Vx € ( — 1, l)("(x) = F ( a ,/ 3 ^, x )). 


提示： 满足超几何方程的 5 应满足以下方程 


xg ff + [7 - (a + /3 + l ) x ] ^2 




9 = 0 , 


9 


代入上述方程，便知 g 的系数 a n (n = 0, 1， . ■.；) 完全被方程 


把£扣）= E 


的参数 a,/?，7 和初条件（也是由 a,/?，7 刻画的）所唯一确定. 


7. 试证下表所列的七个初等函数可用这七个初等函数右边的超几何函数 


| 广 …_ ▲ 

表本 


F(a'f3]3 、 x') 


— a 


arctan : 


— x 


xF{l, 1, 2, a:) 


cos u 


arcsin 


由此可得到上述函数在收敛区间端点的敛散性. 

(提 示： 试证以下两点： （1) 两端在 x = 0 时的值 相等； （2) 两端在 a: = 0时 
的导数相等.然后证明左端的函数满足对应的超几何方程，利用题 6(vii).) 

8 . 设/和 5 是两个 [a, b ]^ H 的连续函数，且在 ( a , b ) 上 可微. 试 证：有 
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e ( a , b ), 使得 


c 


f(b) - f(a) g(b) - g(a) 

9 f (c) 


= 0 , 


f(c) 


(提 示：对 — R 的函数 


f(b) - f(a) g(b) - g(a) 


^( 3 ?) — 


f( x ) 


5 ( 工) 


使用 Rolle 定理 .） 

注由本题的结果，加上条件外 e (a,b)(g f (0 ^ 0 ), 便得 Cauchy 中值定 


理 


9 .设/是在点$ 0 处 n 次可微的实值函数，而 g 是在点 yo = /( xo ) 处 
次可微的实值函数./和 p 分别在和 yo 处的 Taylor 展开是 


n 


f(xo + h) = ao + a\h +- h anh n + r n {h), 


9{yo + fc) = bo + b\k + ■ * • + b n k n + s n (k). 


试证 


( i ) go / 在 zo 处的 Taylor 展开恰等于以下关于 h 的多项式中的不超过 
次的项 之和： 


n 


ho bi (<zi/i + . ’ ’ + dnh n ) + 62(^1^ + .. ■ + <2 n h n ) 2 + ■ •' + bn{dih + * * ■ + ci n h n ) 


* 


( ii ) 复合函数 po / 的髙阶导数有以下公式 


mi 




/⑷㈤ 


/，㈤ 


d n 


n ! 


( 9 ° f )(^) = 


(p) 


(/( 工 )) 




mi ! m 2 ! 


1 ! 


?! 


dx 


m 


■ * 


Q 


其中右端的求和号是对所有的满足以下等式的有限个正整数组成的数列 


{ mi ) x^ q 求和 


mi + 2rri2 + …+ qm 


- Tb 、 


Q 


而 p 


爪1 + 爪2 H -+ m q ; 




( iii ) 复合函数 gof 的髙阶导数还有以下公式 




d n 


A-(gof)(x)=J2 

©=l f 




((/ ㈤ r) 


(-/ ㈤) 


dx 
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d n 


提不：利用 （ ii ) 写出^7((/(^)) 9 )的表达式，把它代入上式右端后与 （ ii ) 
中结果比较 j 

注在 [ 12 ] 中有本题结果的推广.同学们应在学完第 8 章的补充教材一 
(线性赋范空间上的微分学及变分法初步）后再去阅读 [ 121 . 

10 . 设函数/ : — R 在区间 J 上定义且 n 次可微， 

上互不相同的 P 个点，而 叫 (1 < i < p ) 是 p 个自然数，且 n = ni + n 2 H - hn p . 

假若在每一点 an(l 处函数/及其直至瓜 - 1 阶的导数皆为零. 试证: 

在含有所有的点 ^(1 < i ^ p ) 的最小闭区间 

点 f 使得 / (n ^ 1 Ho = o - 

(提 示： 本题的结果是 Rolle 定理的推广，可以从 Rolle 定理出发通过数学 
归纳法证明 .；） 

11 . 设函数 /:/- R 在区间 J 上定义且 n 次可微， 

上互不相同的 p 个点，而 叫 (1 < i 彡 p ) 是 p 个自然数，且 

又设函数 P 是个 
式 g 及其直至 

点 x 和所有的点 Xi {\ ^ i ^ p ) 的最小闭区间 
之，其中 


•■, o: p 是 E 间 / 


工 1 ，工 2, • 


] 上有一个内 


mm Xi y max Xi 


l 苳 


是区间 / 


Xl , X 2 , …，工 p 


ni + n 2 H - hn p . 


n 


1 次的实系数多项式，假若在每一点而 (1 ^ i ^ p ) 处多项 
1 阶的导数皆与函数/及其对应的导数相等. 试证： 在含有 

有一个内点 


71 — 


— 


mm ❿ 


m 






使得 


Xo = x 


( x - xi ) ni ( x - x 2 ) n 2 -^{ x - x p ) n 


p 


/ (n )(0. 


f ( x ) = g { x ) 十 


n \ 


提示： 把题 10 的结果用到（自变量为 t 的）函数 


(/($)— 9 {^)){ t - ^ i) ni (i - X 2 ) n2 … {t — x p ) 


n 


v 


f(t) — g(t) 一 


(x — Xl) ni (X — X2 ) 712 … （X — X p ) 


n 


p 


上. 


12 . ( i ) 设 5 是在原点的一个邻域 / 中的五次连续可微的奇函数.试证 


5 


Vx e G / g ( x ) = ^( g ( x ) + 2g ’( 0 )) 


x 


⑻ 


⑹； 


9 




3 


180 


(提 示： 试构造一个如下形式的五次多项式 


P{y) = o，iy + asy 3 + a 5 y 5 , 
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使得 


5 \0) = p(0), g(x) = p ㈤ ， g{x) = p{x). 

然后证 明：托 e (0,岣( 5 ⑼⑹ = p ( 5 )(0).) 

( ii ) 设 / 在闭区间 [ a , b ] 上定义且在 [ a , b ] 上五次连续可微，贝 IJ 


5 


( b ~ a ) 


a+fc 


來 e (M) { m~f(a) = ^ f{a) + f{b)+Af 


/⑻⑹. 


2880 


6 


2 


提 示：把 （ i ) 中结果用到函数 


a + 6 


a + 6 


SO) = f 


---X 


2 


2 


上去. 


注近似公式 


；/ a + fe 


— a 


f { a ) + f { b ) + Af 


/⑻_ /⑷ 




2 


6 


在积分近似计算的 Simpson 方法中用到.本题 （ ii ) 的结果给出了 Simpson 方 

法的误差估计. 

13. 设/ : J = [ a ，&] — R 在/上二次可微，记 


M 0 = sup |/( x )|, M 2 = sup 1 / 〃㈤ 


X^J 




试证 


2 


2 Mo , { 2 x 一 b - a ) 2 + (b — a ) 

4(6 — a ) 

(提示：由关于函数/在 a 和6点所取的值的带 Lagrange 佘项的在点 

的 Taylor 展开公式 


Vx e ii < 


m 2 . 


b — a 


x 


/"(o 


f { x ) 


2 


f (…) 


/( a ) = f ( x ) + 


(a — : r ) 十 


1! 


和 


m = f{x) + ^kb —x) + LM(b- X ) 

出发，通过 / 和 /" 的值 估计/ 的值，上式中的 ^{ a , x ) Cl, V e ( x , b ) Cl .) 


2 


1! 
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14,设/ : J — R 在了上二次可微，其中了是一个（可能无限的）区间，记 


Mq = sup \f(x)\, Ml = sup [/( a :)!, M 2 = sup\f f/ (x)\. 

xEl 


x€l 




试证 


⑴若 / 的长度》 2 y / M 0 / M 2 , 则肌 < 2 v ^ WoM 2； 


( ii ) 若 了 = R ， 则 Mi < V 2 M 0 M 2 


(提示：利用题13,适当选取: c 和 a 及匕) 

15. 设/ : J — R 在点 x。 e J 处可微，则 


f(xp + fc) - f(x 0 - h) 

k + h 


= 尸 ho )， 


lim 

fc ™*0 + ， 
H — ►O-f- 


其中二重极限的等式的涵 义是： 对于任何正数 I 有正数5使得对于任何 


% h) G [0, 5) x [0,(5) \{(0,0)}， 


有 


/(^o + fc) — /(^o — h) 

k h 


一 fM 


< €. 


提不：利用等式 




f(X 0 + fe) - f(xo - h) 

k h 


k f(x 0 + k) ~ f(x 0 ) 

k + h 


h /(^o — h) — /(xo) 

k + h 




k 


—h 


16. 在闭区间 J = [0，1] 上归纳地定义函数列 {f n } 如下 


fo(x) 


X ; 




k k~hl 


设 /n 在 / = [0, 1] 上已有定义，且 / n 在每个小区间 

3 n - 1) 上是个一次多项式（图像是直 线)； 今定义 f n+ l 如下： fn+l 在每个小区 

(fc = 0, 1, . . . ， 3 n+1 - 1) 上是个一次多项式（图像是直线)，而 

/n+：L 在这些小区间的端点的值定义为 


( A ; = 0,1，…， 




3 n 


71 


k A : + 1 

^n+l 5 0n+l 


k 


k 


fn+l 


— fn 


3 


3 


n 


n 
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k 


2 


k 


_ F + 3 n+1 ) ’ 


/n+ 


3 71 3 n+1 


k 


k 


2 


— fn 


fn+ 


+ 


3 n+1 ) ’ 


3 n 3 n+1 


3 


n 


试证 


( i ) Vn E Wx e [0,1](0 < f n (x) ^ 1); 

( ii ) 对于 JG {0 5 1，2}, neN , 有 


fn + l ( X ) 


fn+l(x) 


inf 


sup 

+ 37l ^T^ x ^3^ + ^nTT 






2 


sup fn(x) - inf fn(x )； 




3 


k + 1 

3^ 


GN ， 有 


(iii) 对于 x G 


， ri 


fn(x) 


± fn(x )； 


fn{x) - /n 十 1(X)| 彡 ^ 


inf 


sup 

grr ( 茁 （ 




3 


( iv ) 函数列 {/ n } 在 / = [0, 1] 上一致收敛于一个连续函数 /; 


k 


k 


= fn 


(v) VA ； e{0 ， l ，， . ，， 3 n }Vp e N / n+ 


p 


Z n 


3 打 


k 


一 fn 


fn 


3 n 


3 


71 


( vi ) Vn G NVfc € {0， l ,〜，3 n } 


^ 1 ； 


3 n 


( vii ) 对于 j G {0, 1， 2 }，n e N ， 有 


fe + 1 


k 


k 


k 


J 


J 


一 fn 


fn 


t /^ i +1 


一 /n+1 


3 n+l 


沪 ^n+l 


3 n 


3 


3 


n 


n 


彡 i ; 


3n+l 


3 n 


( viii ) / 在 J = [0,1] 的任何点处均不可微. 

(提 示： 利用题15和本题 （ v ) 和 （ vi ) 的结果 ■) 

注本题告诉我们，处处连续而处处不可微的函数是存在的.最早给出一 
个处处连续而处处不可微的函数的例子的是德国数学家 Weierstrass , 后来德国 
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数学家 

个习题.处处连续而处处不可微的函数是很多的（构成了一个所谓的第二纲集) 
它们在描述 Brown 运动时扮演了重要的角色. 

17. 设两个幂级数 


der Waerden 给出了一个较简单的例子.这里的例子是 [4] 中的 




van 


/㈤ = 


= ^2 bny 


和 


y 




的收敛半径分别为 r >0 和 p >0 .若 | ao | = |/(0)| < p ? 则在以 0 为圆心，以 
某正数为半径的开圆内，以下的“复合级数” 


/㈤ = W(/( 工 )） = !> E 


(p O 


是个绝对收敛的幂级数. 


提示：先证明有一个 ri € (0， r )， 使当< n 时，有 


D [anlkl 


< p ， 


故累次级数（即级数的级数 J 


E IM X) |a m |M 


当 M < n 时绝对收敛.由推论 3.5.1, 表达式 E 

\ 771 = 

IH 1^1 < VI 内可展成绝对收敛的幂级数： 


在（复平面的) 


E 


一 r M^p 


将此幂级数代入以上的“复合级数”，我们得到 ^ of ( x ) 的累次级数表达式 


$>E4 n) 厂 E 


由37节的题22,只要左端的累次级数绝对收敛，右端的累次级数和对应的二 
重级数都绝对收敛，且它们的值相等， 
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18. 设幂级数 / Or ) = E 


的零次项非零 


^ 0,且它的收敛半径 


n 




ao 


71=0 


> 0. 又设幂级数 g ( x ) = Y , b n x n 的收敛半径 p > a 则有 e > 0,使得函数 


r 


n ~0 


E b 


n 


X 


n 


5 ㈤ 


71 —0 


/ ㈤ 


E 


n 


a n x 


71—0 


在以 0 为圆心，以 e 为半径的幵圆上可展成绝对收敛的幂级数 


L 


n 


* 


n—0 


提示： 函数 


/ ㈤ 


ao 


E 


i+ E 




n 


n 


Cby% oC 


X' 


1 


71 = 0 


n= 


可写成两个幂级数的复合 


a 


[；(-1) V \ 其中 


E 


~ x n . 


y = 


/ ㈤ 


i + y 


ao 


ao 


^ a 0 


n—0 


71 = 


而函数 g ( x )/ f ( x ) 可写成两个幂级数的乘积. 


19. 试 证：当 | x | 充分小时，有 

( i ) tana ; 的 Taylor 级数为 


2 


3 


5 


tanx = x + -x + —X + …； 


3 


15 


( ii ) : ccotx 的 Taylor 级数为 


2 


4 


x cot X = 1 — 


—.— ~ -TT* _ 

』_ 山 


-X 


t a 


■ 


3 


45 


20. 设 : r / 0,由题18,方程 


E ^>n 

n\ 


X 


n 


X 


2 


e x - 1 


x 


x 


1 + 21 + 3! 


n=0 


+ 


* ■ 
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确定了唯一的一串数队，称为 Bernoulli 数， 它是数学中经常出现的一串数， 

重要性仅次于二项系数. 

⑴试证：= 1; 

( ii ) 试证： 以下关于 Bernoulli 数的递推公式 成立： 


n— 1 




Vn G 


Bk = 0 j; 


k =0 


提示：利用方程 


2 


~ o 

n \ 




X 


71 


1+ 2! + 3! + 


X 


71 = 0 


( iii ) 试证： 所有的 Bernoulli 数都是有理数，它们的前12个是 


Bo = 1 , Bi 


， B 2 — B 3 = 0 , 54 = B 5 = 0 , 






2 


6 


30 


5 


Be = = ， B 7 = 0 ， B 8 = - —, Bg = 0, Bio = 


1 Bn — 0, 


* * * 


42 


30 


66 


(iv ) 试证 


t cosh ( t /2) 
e * — 1 ' 2 2 sinh (£/2) J 

并证明上述函数是偶函数，因此 B 2 n+i = 0, n = 1，2, …; 


t 


( v ) 试证 


2n 


E 


a: 


(2n)! 


i ： 蟲降产 

71 — 0 V J 


71 = 0 


x cotha := 


2n 


I ： 


X 


(2n + l)! 


71=0 


和 


2n 


E(-i) 


n x 


(2n)! 


E o (- i 广為降 ) 2 


n=0 


n 


X COt X = 


2n 


E(-i) 


X 


n 


(2 ti + 1)! 


n—0 


(vi) 试证 


, 1 2 2 n (2 2n - l ) B 2 

(2n)! 


E(-i) n 


Tl 2?1 — 1 


tanx = 


x 


( 提示：利用恒等式 cot 


x — 2 cot 2 工 =tan x 
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( vii ) 试证 


n oo / 1 n \ 

E e " = E 

fc^O p=0 \ y k—Q / 


P. 


； 


( viii ) 试证 


(n+l)x _ i 


n 


e 


X 


E 


kx 


e 


X 


X 


e 


k =0 


+ 1 JBp { (n + l ) 2 Bp 

1! p \ 


(n + l )^ +1 Bo 

(p+1)! "oT 


n 


-i 




P. 


ar ; 


2! (P—1)! 


p=0 


( ix ) 试证: 


p +1 


P+X 


( n + 


(n+l)Bp + 


l + 2 p +3 p + ".+n p 






P + 1 


tti) (n+1)P+lBo 


+ 


+ 


■ ■ 


2 i . 对于每个 zee , 函数 


zx 


xe 


F z { x )= 


e x -1 


在 M 充分小时可展成 r 的幂级数 


B k { z ) 


ZX 


xe 


E 


k 


e c 


x ， 




k \ 


e x -1 


/ c —0 


试证 


k 


k 


( i ) B k ( z ) = E 玛/ 乂故 B k ( z ) 是 2 的 fc 次多项式（称为 fc 次 


3 


j =0 


(zxy 


zx 


Bi 」 


oo 


oo 


xe 


Bernoulli 多项 式)； [ 提示：利用等式 一 

\ e x 

( ii ) Bn (0)= B n ; (提 示：由⑴得 .） 

( iii ) B ' n +1 { z ) = ( n + l ) BnW ； (提示：由 （ i ) 得 •) 

( iv ) Bn{z + 1) — Bn { z ) 


= E 


E 


X • 




i \ 


j=o 


i=0 


2 ；(提不：由等式 — F z { x ) = 


ZX 


n— 


nz 


xe 




得 ,) 


( v ) Bn{l — z) = (—l) n Bn(z) ； ( 提不：由等式 F \^ z { x ) = J ^( — X ) 得 ■) 

( vi ) Bo ( z ) = 1, Bi ( z ) 

3 z 2 /2 + z /2. 


2 


+ 1/6， Bs ( z ) = z 3 


— 1/2 ， B 2 (z )= 


= z 


z — z 
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22. 设/ : [ a , 6] ^ R 是在闭区间 [ a , b ] 上连续且在开区间 ( a ， b ) 上可微的 
函数，试证：对于任何 : G ( a , 6) 和任何 x,ye [ a , b ] 且满足 z < y ， 有 

l /( y ) — / O ) — fM{y - x )\ ^ { y - x ) sup \ f { w ) - 


x<^v<y 


(提示：把 Cauchy 中值定理用到 t 的函数 

f ( t ) - f ’( xo)t 和 


\f(w)-f(x 0 )\ 


t sup 

x<w<y 


上去便得 .） 

23* 试证: 

( i ) 映射 


[ ln(l - s )]/ s 在 （0,1) 上连续，且可连续延拓为 [0,1) 上的连 


S 


续函数 


(提示：利用 ln(l - x ) 的 Taylor 级数 .) 

⑻当 


时，函数列在 t > ◦ 上单调不减地收敛于函 


71—OC 


数 t ; 


(提不：利用 ln(l - x ) 的 Taylor 级数 ,） 

( m ) 当 

单调不减地一致地收敛于 

24. 设函数/在 [ a , b ] 上定义且连续，又/在 ( a ， b ) 上 可微， 


时，对于任何非负实数 T ， 函数列 {( i - t / n ) n j 关于 te [o ? r] 


n oc 


e 


uy(x) = A 


存在且有限. 试证： f 在点 a 有右导数，且/在点 a 的右导数等于 A (提示 

用 Lagrange 中值定理 .） 

25. 考虑函数 


若^0， 

(1/ t ) , 若亡>0_ 

则当 t > 0时， 〆 *) > 0,且5在 R 上是有任意多次导数的.但它在原点0的 
Taylor 级数在原点的任何小的邻域中都不收敛于自己. 

(提 示： 关键是证明 5 在点0的各阶右导数都等于零，这可以利用题24的 
结果并使用归纳法 

26. 定义函数 /: R \ 


0, 


P ⑴ = 




e 


R 如下: 


— > 


2 


7T 


E 


/⑻ 


2 


(x — k ) 2 * 




sin 
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试证 


( i ) 在任何不含有整数点的闭区间上，右端的级数一致收敛，因此/在 R\Z 

上有定义且连续，它是以1为周期的周期 函数； 

( ii ) 极限 lim f ( x ) 存在，故/可以延拓成 R -> R 的连续的，以1为周期 

x ~^0 


的周期函数（因而在 R 上有界)，这个延拓后的函数仍记做/; 


2 


7T 


^存在. 


提示： 证明极限 Um - 


2 


2 


( 


工 — 0 Sill 7TX 


X 


( iii ) Vx G R 


( iv ) Vx e H ( f ( x ) = 0), 因而，对于任何 x e R \ z ，有 


2 


7 T 


E 


:„2 


(x — k ) 2 ’ 


sm 7 vx 


j /( x )| .若 /( x 0 ) / 0, 利用 （ iii ) 推 


(提示：设 rc 0 G R 使得 |/( x 0 )| 


uu 

XG 




R 


出矛盾 .) 


(V) 对于任何 xeKRx ^ 土 1/2, 土 3/2, ±5/2,…、有 


2 


丌 


E 


^(tanTra;)’ = 


= 4 


(2 x -2 fc - l ) 2 , 


2 


(ttx) 


COS 


2 


7T 


( Vi ) E 


fc 2 6 ’ 


k=l 


3 


提示：先证 J 2 




k=l 


h = 


( vii ) 我们有以下结果 


tW 27 ^ 1 ) ㈣ 

(2 n - 1)! 


E 


2n 


= 2 2 


n 


Vx - - e R \ ZVnG N 


7T 


(2t - 2fc - 1) 


2n 


2 


( viii ) 记 C (2 n ) = E “，有 

k — 1 ^ 


tan (2 n ])(0) 
(2 n - 1)! 


2(2 2n - l ) C (2 n ) ， 


2n 


VneN 


TV 


特别，有 


2 


4 


7T 


7T 


C (2) 


， C (4) 






90, 


6 
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提示： 2 2 


(1 _ 2 — 


2n + l 


= 2 


(2 k - 1) 


= — oo 


( ix ) 我们有以下结果 


2(2心 — l ) C (2 n ) 


E 

Tl= 1 


2n—l 




tanx = 






2 J 2 


(提示：利用 （ vii ) 和 Cauchy 佘项的表式 .） 

27. 假设函数/满足以下四个 条件： 

( a ) 函数/及其一，二阶导数 /' 和 /" 在闭区间 [ a , 6] 上均 连续； 

( b ) 函数/在闭区间 [ a , 6] 的两个端点 异号： /⑷./⑻ < 0( 因而，/在闭 
区间 [ a , 6] 上至少有一个零 点)； 

( c ) 函数/的一，二阶导数 f 和/〃在闭区间 [ a , b ] 上符号不变（因而， f 
和/〃在闭区间 [ a , b ] 上无零点，而/在闭区间 [ a ,6] 上至多有一个零 点)； 

( d ) /(&) 和 /" 在闭区间 [ a , b ] 上的符号相同. 

用 （e [ a , 6] 表示/在闭区间 [ a , 6] 上的唯一的零点，而 


m 


(5.8.2) 


Xi 




试证 


( i ) ^ < xi < b . 由此， /( xi ) 和 /(6)同号 * 
注 ( x u 0 ) 是方程为 


V = fiP) +/’(>) 


的直线与横轴的交点.这条直线恰是函数/的图像在点（6, /( b )) 处的切线 

( ii ) 以 u 代替&代入方程（ 5 . 8 . 2 )中，可以获得 
(即反复代入等式（ 5 _8.2)中)，有一串数 


反复施行这样的方法 


X 2- 


b ， XI ，工 2 ， •. 


它们满足关系: 


/( 工 n) 


(5.8.2) / 


打= 0,1，… 


这里为了方便，记 


6. 试证 


Xo 


lim 
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(提 示： 先证序列 { x n } 单调有界，因而 

两端求极限 .） 


存在.然后对等式 (5.8.2) 


x 


n 


注以近似地替代 （ 的方法称为 Newton 法. 

( iii ) 记 


1尸(邱，试证 


m = mm 

a ^. x^b 


|/0n)| 


3^71 一 ^ ^ 


m 


(提不：利用 Lagrange 中值定理，有 c e (^, x n ), 使得 


/( 工 n) — /(0 = / ； (c)(a; n -00 


(iv) 试证：有个 ce (^, x n ), 使得 


nc ) 


(Xn — ^) 2 . 


工 n+1 — ^ = ~ 


2 f(Xn) 


(提示：注意等式（5.8_ 2 广并利用 Taylor 展开 公式： 有个 c G (^, x n ), 使得 

f(0 = fM + /(x n ) • (€ — x n ) + i/ r/ (c) - - x n ) 2 .) 


0 




2 


( v ) 记 M = 


\ r ( x ) i 试证 


a ^ x^b 


M 


2 


| t 3^ n+l _ ^ 


‘工 n — 豸 


2 m 


注当 一 $ 已很小时，|〜 +1 - $ 将和丨〜 — #成比例地减小，这是 
Newton 法的优点：误差加速地减小. 

( vi ) 若条件⑷改为 

⑷'/⑷和/〃在闭 E 间 [ a , b ] 上的符号相同 • 

试设计一个把条件 （ d ) 换成条件 （ d / 后的从 a 点出发的 Newton 法，并讨 
论它的收敛性， 

28. 对于 1 < p < 


0 < r < 1，设 


oo , 


a(r) = (1 + r) p ~ l + (1 - r) p_1 , 


[(i + tT — 1 —(i — 十 ― 1 ] 


1 — p 


，若 r e (0,1]， 

0, p < 2, 

若 r = 0, p > 2. 


r 


Pi r ) 


若 


0, 




OO 
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(注 意： 这样定义/?(0)是为了保证/3(0)= lim /?( r )0 又设 


+0 


A ( r ) = a ( r )+/9( r ) iF ， 


其中 R > 0 . 试证： 

⑴当 p < 2, 0 < i ? < 1时， F R ( r ) 在 r = H 处达到 极大； 

(提示计算出 F ^( r ) = ( p - 1)[(1 + r ) p ~ 2 一 （1 - r ) p ~ 2 ]( l - ( K / r ) p ), 并利 

用这个公式讨论仏的极值 .；） 

( ii ) 当 p >2,0< i ?< l 时， F R { r ) 在 r =丑处达到极小； 

(提示：参考 （ i ) 的提示 .） 

( iii ) 不论是以上两个情形中哪一个， F R { r ) 的极值是 F r ( R ) = (1 + R) p + 


(1 一 


( iv ) 当 p < 2时， P ( r ) < a ( r ); 


提示：计算出 


a ( r ) 


p _ 1 

r ^(( 3 ( r )) 2 


P-2 


(1 — rTl 


[(l + rT + ( l - rT ][( l + r ) 




P ( r ) 


并利用这个公式及 = 1 讨论# 在 （0,1] 上的状态， 

/3 ⑴ /3(r) 

(V) 当 p > 2 时， /3(r) ^ a(r); 

( 提 示： 参考 （ iv) 的提示 .） 

(Vi ) 当 p < 2, H > 1 时， a(r) + !3{r)R p ^ a(r)R p + /3(r); 

( 提 示： 利用 (iv).) 

(vii ) 当 p > 2, i? > 1 时， a{r) + (3{t)EP ^ a(r)R p + (3(r); 

(提示：利用（ V ).) 

(viii ) 当 p < 2, 4 和 S 为非负实数时， a(r)|A|^ + !3{r)\B\ p ^ |A + B\^ 

\A - 万 I' 且⑷彡问时， 

( 提示：利用 （ i) ， (iii) 和 （ vi).) 

(ix) 当 P > 2 ,并且 A 和 B 为非负实数时， a(r)\A\^+j3(r)\B\ p ^ [A+£f| p + 

m -- B|p ， 且⑷ > 间时， 

( 提示：利用 （ ii) ， (iii) 和 (vii).) 

(x) 当 p < 2 时，函数 （ a 2 + 6 2 + 2abcos0) p/2 + (a 2 + & 2 - 2abcos0 ) p ’ 2 在 

6 = 0^7T 处达到最小； 


(a(r)fA|^ + (3(r)\B\ p ) = 0 + B\ p + |乂一 B\ p ; 


max 

O^r^l 


( a ( r )\ A \^ P ( r )\ B \ p ) = \A B\ p + |^ - B \ p ; 


min 

O ^ r^l 
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(提示：周期函数 if { 9 ) = ( a 2 + b 2 + 2 afecos 0) p/2 + ( a 2 + 6 2 - 2 abcos 9) p/2 
的导数在[0, 2 ? r ) 上的零点是0, 7 t / 2 , 7 V , 3 tt /2. 在这四点上的值是 ^(0) = ^( tt ) 

(a + b) p + [a — 6| p ， ^ p ( n / 2 ) = c ^(37 r /2) = 2( a 2 十 b 2 ) p ’ 2 . 由函数 

0 < r < 1 时凹，得到 （ a + 6 ) p + |a - b\ p ^ 2( a 2 + 6 2 ) p/2 .) 

( xi ) 当 p > 2 时，函数 （ a 2 + b 2 + 2 ab cos 0) p ^ 2 + ( a 2 + 6 2 — 2 a 6 cos 9 ) p ^ 2 在 

_ 

0 = 0, TT 处达到最大； 

(提 示：和 （ X ) 的方法相仿 _) 

( xii ) ( viii ) 和 （ ix ) 的不等式当 A 和 B 是复数时仍然 成立， 

(提 示： 只须对 A = a , B ^ be iB , a,b > 0 , 6 e [0, 2 tt ) 的情形讨论之.这归 

到求函数 （ a 2 + b 2 + 2 abcos 6) p ^ 2 + ( a 2 + 6 2 — 2 abcos 6 ) p ^ 2 的极值，可利用 （ x ) 
和 ( xi ).) 




x r 在 


X ^ 


注本题的结果在第10章中证明 Hanner 不等式时要用. 
29. 设某质点在平面上运动，它的运动规律是 


=怎⑴， 


(5-8.3) 


y = y ( f ), 


其中: r ⑷和 y ⑷是二次连续可微函数，且 Vk [ to , T ] ( ix f ( t ) , ^ ( t )) ^ (0,0)). 

(， ⑷， y 〃⑴)可以表成 

a ( f ) = at ⑷ + a n ⑴， 

其中 a t ⑷和速度 v ( t )= (: c '( t )， y ' ⑷)平行，而 a n ⑷和速度 v (£)= ⑷， y '( t )) 
垂直.试求出 a t ⑴和 a „( t ) 的分量. 

注 a „ ⑴称为质量为 m 的质点的离心加速度， ma n ( t ) 称为质点的离心力. 
⑻设质点在平面上运动的轨迹是半径为 r 的圆周，换言之， 


( i ) 质点的加速度 




x(t) = r cos 0(t)j 


x = 


y = y ( t ) = rsin 0( t ), 


其中 0 ⑴是二次连续可微函数.试证 


2 


V ⑷ 


v (0 


或 | a n ( e )| = 


V = 


| an ( i )| 


V 


其中丨 M 表示向量的长度 
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5 


注由此，我们得到了中学学过的 结论： 圆周运动的离心力与圆周半径成反 
比，而与速度平方及质量成正比.当圆周半径被推广成任意曲线的曲率半径后, 
上述结论也有相应推广.参看下面的 ( iii ). 

( iii ) 若质点在平面上运动的轨迹是曲线 (5.8.3), 则曲线 (5.8.3) 在点 
{ x { t ), y { t )) 处的曲率半径定义为 


v ⑷ 


r ⑴= 


⑴ j 


试证以下曲率半径的公式 


3/2 


(( 邱)) 2 + (?/⑴) 2 ) 


r ⑷ = 


- y’O"(0l 

( iv ) 若质点在平面上运动的轨迹是曲线（5,8.3)，则曲线 (5.8.3) 在点 
{ x { t ), y { t )) 处的绝对曲率定义为它在点 ( x ( t ), y ( t )) 处的曲率半径的 倒数. 曲线 
(5.8.3) 在点处的曲率定义为： 


((^ W ) 2 + (_) 2 ) 

记曲线 （5.8.3) 从点 （ x ( t )， y ( t )) 到点 ( i ( to ), l /( to )) 之间的弧长为 s ( t ), 而曲线 
(5. S .3) 在点 ( x ( t ), y ( t )) 处的切线与； C 轴的夹角为 e ( t ), 试证： 曲线（5, 8 . 3 )在 

点 l >( t ), y ( t )) 处的曲率半径为 


k ( t ) = 


3/2 


响 n 齡 3 或 j . 

( v ) 试证： 函数 y = f ( x ) 的图像在点 ( xj ( x )) 处的曲率是 


/〃⑷ 


k ( x ) = 


卜(削) 2 广 

( vi ) 选择 a 、 d 、 R 使得圆周 （x - a ) 2 + (y — b ) 2 = R 2 与曲线 （5.8.3) 在点 
( x ( t )、 y ( t )) 处有尽可能髙的阶数的相切，确切些说，该圆周通过点 ( x ( t ), y ( t ))， 
该圆周在点 ( x ( t ), y ( t )) 处的切线与曲线 （ S .8.3) 在点 ( x ( t ), y ( t )) 处的切线吻合, 
而且，该圆周在点 ( x ( t ), y ( t )) 处的曲率与曲线 （5.8,3) 在点〔: r ( i )，£/( t )) 处的曲 
率相等.由这三个条件可确定圆周 Or - a ) 2 + ( y - b ) 2 = R 2 的三个参数 ci , b 和 

囑 

R - 这个圆周称为曲线 （5,8.3) 在点 « Z ), y ( i )) 处的密切 圆周. 它的圆心称为曲 
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线 (5.8.3) 在点处的曲率中心.请 验证： 密切圆周的半径恰是曲线 
(5.8.3) 在点 （ z (0， y ( t )) 处的曲率半径. 

( vii ) 试证： 双曲余弦函数 


exp(ax) + exp (—ax) 


cosh ( a ^) = 


2 


的图像的曲率最大的点恰是它的函数值最小的点. 

30. ⑴设 


3 


X 


矽 ㈤ = o ln 


咖） = i ln f ^ 


一工一 


- 尤， 


)， 


3(1 


2 


2 


I — x 


—X 


试证： 当0 < a : < 1时，我们有 


^(x) < 0 < <p(x); 


( ii ) 试证： 当 0 < t < 1 时，我们有 


3 


X 


0 < - In 


_ 工< 


3(1- z 2 )’ 


2 1 -x 


且上边两个不等式中的等号只在 a : = 0时才 成立; 

( iii ) 试证： 对于任何自然数 n ， 我们有 


0 < n + - In 


< 


2 n + 1 12(2 n + l )( n 2 + n ) ’ 


2 


n 


(提 示： 让 x = l /(2 n + 1) 代入⑻中不等式 .) 

( iv ) 试证： 对于任何自然数 n ， 我们有 


0 < - In 


—1〈 7 


12 


2 


n 


n 


( v ) 对于任何自然数 n ， 设 


n+l/2 —n 


n 


e 


l/12n 


, b n = a n e 


a 


n ! 


试证： 对于任何自然数 n ， 我们有 


< (2 打 +1 < frn+l < bn 5 
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( vi ) 试证： 存在 c G R +， 使得对于任何自然数 n ， 我们有 


< C <bn ； 


a 


( vii ) 试证： 存在 0 € (0,1), 使得对于任何自然数 n ， 我们有 


m = c ~ : n n+1/2 


0/l2n 


e e 


注 ( vii ) 中的公式称为关于 n ! 的 Stirling 公式.可以证明公式中的常数 

l / V ^ F . 这将留到第6章公式 （6 A 8) 之后去完成. 

31.设 


c = 


尸 (Z) 


CO + C1Z + …+ c n z 




是个 n 次复系数多项式，其中 n > 1，& / 0. 

⑴记 " = inf \ P ( z)l 试证：有丑 G R ， 使得 


zGO 


z \ ^ R => > max ( l , 2") 


|Cn—1 


Co 

+ • • • + ;~r - 


提 示：因 ip ⑷ I > i:r 


z 


z 


( ii ) 试证：有如 e c, 使得 | P (^ 0 )| 

列必有收敛子列的 Bolzano - Weierstrass 定理 

P(z + zo) 

P(zo) 

Q{z) = 1 + qk^ k H - h qnZ n , 


(提 示： 用复平面上有界集内的点 


=卜 


( iii ) 假若 P ( zo ) / 0 ? 试证： Q ( z ) = 


有以下形式 


P e ' p /0, 且 1 < < 

(iv) 假若 P(z 0 ) # 0, 矽如 （ iii) 所述. 记冷 = 

充分小时，有 


其中 


qk = 


n . 


71 — ^ 


i 必 


和 


. 试证： 当 


z = re 


k 


r 


|Q ㈤ | = | Q ( rei 勹 |<1. 


(提 示： 设法证明以下不等式， 


k 


|Q ⑷ | = |Q(r#)|<ll 


fc + 1 


71 — fc — 1 


Qh\\ + 


(kfc+i| H - h \Qn\r 


)0 


— T 


r 


( v ) 复系数多项式 P ( z ) 在复平面 C 上至少有一个根，因而有 n 个根（重 
根按重数算). 

注 （ v ) 的结论称为代 数基本 定理. 
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32. ( i ) 假若变量？/作为变量: r 在区间 （ a ，&) 上的函数是通过以下的参数 
方程确定的 




y =矽⑴， 


其中参数 t G ( a ，/3). 假设4和切在 E 间 ( a , 13) 上可微，且</>在区间 （ a ，/?) 上 
导数非零. 试证： 函数2/ = y { x ) 在区间 （ a ，6) 上可微，且 


dy 


dy _ ~dt 


dx ^ 


dx 


dt 


(提 示： 利用锁链法则和反函数的导数公式 .） 

注上式右端只是 t 的函数，欲把它写成: r 的函数，尚须用 t = 代 


入之 • 


( ii ) 函数 y = \/1 一 x 2 的参数表不是 


X = cost, 

y = smt 


(0 < t < tv) 


dy 


试求 


dx 


( iii ) 函数 z = -\/l - x 2 的参数表示是 


x — cost, 
z = sin t 


(丌 < t < 2tt). 


dz 


试求 


dx 


33. 假设 / 是 [ a ， b ] 到 [ ai , bi ] 的连续映射，工 e [ a , b ]. 又设 / 在 x 点处连 
续可微，且 f ( x ) / 0. 试证： 有 c 和 d ， 使得 : r e ( c ， d ) C [ a ， 礼且 / 在 （ c , d ) 上 
的限制（为了方便，这个限制仍记做 /) 有逆映射 f ~\ 后者在 f ( x ) 点处可微， 


I ■ ■ 


(/ ， '(/㈦)= 

注这个结论称为（一元函数的）反函数定理， 


(5.2.19) 
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我们在证明可微函数的整体性质时用到了连续函数的整体性质，事实上，只 
用了闭区间上连续函数达到最大值和最小值的 Weierstrass 定理，假若我们用 
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证明连续函数整体性质的方法（如直接使用确界存在定理或 Heine ^ Borel 有限 

覆盖定理)，也许能获得一些新的更好的结果.这就是本节补充教材的目的. 

命题 5.9.1 设函数/在闭区间 [ a , 6] 上连续，在左闭右开区间上， 

除了由可数个点组成的集合 A 之外，有（有限或无限的）右导数 / i . 若 

Vx e [ a , b ) \ ^ 0), 


(5.9.1) 


则 


(5.9.2) 


/ ⑻》/⑷. 

又若至少有一点 ye [ a , b )\ A 使得八⑼ > 0,则/⑻> /( a ). 

证设 (5,9*1) 成立.因 A 可数，故可设 


^4 = {a 


1, (22,…， Jn，. 


任取 e > 0,令 


e[y — a)—e ^ 


€ [ a , 6] : Vy G [ a , x ] f ( y ) — /( a ) ^ — 


(5,9,3) 


X 


2 


71 


<y 


a 


n 


上式右端的 E 是对满足 a n < y 的全体 n 求和.我们的任务是，由条件 （5.9.1) 


dn<y 


出发去证明 J =[ a , b ). 

显然 a e J ， 故 J / 0* 又按 J 的定义，有 


G J 且 X\ < X Xi G J . 


X 


因此 J 是一个以 a 为左端点的区间.设 C 是 J 的右端点.首先，我们要证明 


(5.9.4) 


c e J . 


若 


(5.9.4) 显然成立.今设 a < a ; < c ，则 a : G J , 故 

€(x — a) — e ^2 


c = 


a , 


/ o ) — /( a ) 彡 


(5.9.5) 




2 71 


Om fi ^ X 


由此，当然更有 


f ( x ) ~ / ⑷彡 -己 (c — a ) — e ^ 

— 0, 便有 

/( c ) _ / ⑷彡 — e{c — a ) — £ [ 去， 


(5.9.6) 


2 


n 




由/连续，在 (5.9.5) 中让 


X c 


(5.9.7) 


< c 
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由（5.9.3)，(5.9.5)和（5.9.7)，(5‘9.4)成立. 

其次，我们要证明的是 
/；( c ) ^ 0. 所以 


b . 设 c < 6. 若 c 豸 A , 贝 !] f +( c ) 存在，且 


: C 




[。， ?/](/ ⑷ 

把 （5.9.7) 和 （5.9.8) 中的不等式两端分别相加，有 


3 y G ( c , b]^x G 


/( c ) ^ — 


(5-9.8) 


x — c 




^ 一 s(x — ( X ) _ s ^ : 


( x - a)-e 


^ € [ c , y ] f ( x ) - f ( a)>—e 


2 


2 


n 


n 


0^71 


an<x 


(5.9.9) 


E 台 （5.9.3)，(5.9.5) (5.9.9)， y eJ , 这与 c 是 J 的右端点矛盾 _ 

若 3 A : G N( c = 叫)，因 / 在点叫连续，故 


3y € (c, b]Vx e (c, y] I/W - /(c) ^ , 

把 (5.9.7) m (5.9.10) 中的不等式两端分别相加，有 

{c-a)-e 2 ^ 


(5.9.10) 


e ( x - a)^e Y , 


/ O ) — / ⑷ > 


(5.9.11) 


7^7 ^ — 


—e 


2 


n 




a n <x 


这又和 c 是 J 的右端点与 c < x 相矛盾.因此 c = h 所以我们有 

e { b - a)-e 


/⑼ _ / ⑷彡 


彡 — e(b 一 a ) — £ ■ 


(5.9.12) 




2 


n 


<b 


a 


n 


只要让 (5.9.12) 中的 

最后，假设至少有一点 2 / e [ a , b ) 使得 f + { y ) > 0. 把以上结果用到任何区 
间 [ c ， c 2] C [ a , 6 ) 上，便知/在 [ a , b ] 上单调不减.若 /( a ) = /⑼，则/在 [ a , 6] 
上等于常数，因此 Vae [ a , b ]( f ( x ) = 0) .这与 f + ( y ) > 0矛盾. 

推论 5.9.1 设函数/在闭区间 [ a , 6] 上连续，在左闭右开区间上， 

除了由可数个点组成的集合>1之外，有（有限或无限的）右导数 / i , 则函数/ 
在闭区间⑷ 6] 上单调不减的充分必要条件是 


0,便得 (5.9.2). 


b 


Vx G [ a , b ) \ A { f + { x ) ^ 0), 

又函数 / 在闭区间 [ a , 6] 上单调递增的充分必要条件是 (5.9.13) 成立，且集合 


(5.9.13) 


{x G [ a , b ) : ( x ) > 0} 
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是 [ a , b ] 上的稠密集，也即对于任何开区间0 # ( c , d ) C la ， 礼有 

( c ， d ) n {x e [ a ，6) : /|( x ) > 0} / 0. 

注 若在以上的命题或推论中，把 [ a , 6) 换成 ( a , 6], 并把右导数换成左导 

数，则结论依然成立. 

定理 5.9.1( 数值函数的有限增量定理） 设/和 S 是两个在有界闭区间 
[ a , 6] 上连续的数值函数，4 C [ a , 6】是可数点集，/和 g 在 [ a ，6) \ 4上有（有限 
或无限的）右导数和又设集合 G [ a , b ] : |/+( a :)| = \ g +( x ) \ = 00 } 至 
多可数，且有两个实数 M 与 m 和 一 个至多可数集5 C [ a , 6) \ A , 使得 

Vx € [ a , b ) \ {A U B )( mg , + { x ) ^ f +( x ) ^ Mg ^ x )). 

(这里我们利用 约定： 0 • oo = 0). 在以上条件下，只可能有以下三种情形之一出 


(5.9.14) 


现■: 


( i ) 3 k € RVt € [a ， b ]( f ( x ) — Mg { x ) + k ); 

( ii ) 3 k G RVx G [ a , b ]( f ( x ) = mg { x ) + fc ); 

( iii ) m ( g ( b ) - g { a )) < f ( b ) - f ( a ) < M ( g ( b ) - g ( a )). 

证只须把命题 5.9.1 用到函数 Mg - f 和 f — mg 上便可得到定理的结 


论. 


□ 


推论 5.9.2 设/是在有界闭区间 [ a , b ] 上连续的数值函数 ， A C [ a } b ] 是 
可数点集，/在 [ a ， b ) \ A 上有（有限或无限的）右导数 /;. 又设实数 M 和 m 
分别是 八 ㈤ 在 [ a ，6) \火上的上确界和下确界.在以上条件下，只可能有以下 
两种情形之一 出现： 

⑴/在上是线性函数，且 




m = M = 


( ii ) m(b — a ) < f ( b ) — f ( a ) < M(b — a ). 

无论哪一种情形，我们都有不 等式： 

m(b - a ) < f ( b ) - f ( a ) ^ M(b - a ). 

定理 5.9.2 开区间 ( a ,6) 上的（有限）数值函数/ : ( a ，6) — R 是 （ a ，6) 
上的一个凸函数，当且仅当/在 （ a ， i >) 上连续，且有可数集 S C ( a , b ), 使得 f 
在沁， b)\S 的每一点可微，而 


/’( c ) < /’⑷) 


Vc ,d E ( a z b )\ Blc ^ d 


(5.9,15) 
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开区间 （a, 6) 上的（有限）数值函数/ : (a, 6) — II是 (a, 6) 上的一个严格凸函 
数，当且仅当/在 （a, b) 上连续，且有可数集 B C (a, b)， 使得/在 （a，6) \ B 的 
每一点可微，而 


Vc, d e (a 5 b )\ B ( c < d ^ f ( c ) < f ( d )). 


(5,9.16) 


证“仅当”部分已在推论 5.6,2 中得到.下面证明“当”的部分.重点证 

明定理中关于凸函数的部分.设分别 是/在 
[c, x ) \ B 上的上确界和下确界，而 M 2 和 m 2 分别是 /' 在[ X， d )\ B 上的上确 
界和下确界.由推论 5.9.2 (不论是情形⑴还是情形 （ii 仆有 


rrii(x - c) < f ( x ) - f ( c ) ^ Mi(x - c ) 


(5.9.17) 


和 


m 2 {d — x) < /(d) - f ( x ) ^ M 2 {d - x ). 

E& (5.9.15)， mi ^ Mi ^ m 2 ^ M 2 .由 （5-9.17) 和（5-9.18)，有 

•/ ■⑷- /( c ) / f ( d ) - f ( x ) 

d — x . 


(5-9,18) 




x — c 


由推论5.6.1，/是 (a,6) 上的凸函数. 

严格凸部分的证明线索和上面一样.唯一应注意 的是： (5.9.16) 成立时，只 
能出现推论 5.9.2 中的情形 （ii) 

设 f : 是定义在闭区间 [a,fe] 上的取值于 n 维欧氏空间 R n 的 

函数，用向量的分量 写出： 




f(^) = (A( 工)，…， /n ㈤)_ 

向量值函数的连续性和可微性皆可通过它的分量来定义.具体地说， f(aO 

6 [a, b ] 处连续，当且仅当 

Vi G {1, ■ ■ •，n}(/i(;r) 在 


在 


X = Xo 


处连续) 


X = XQ 


Vi e {1 ， '' * ， n}(/i(x) 在 

送时， f ( x ) 在 x = To G [a, 6] 处的导数是 

f’Oro) = (/i(x 0 ) ， …, /A(x 0 )) 


xo 处可微). 


X = 


236 第 5 章一元微分学 


不难看出， f ( x ) 在 


6 [ a , b ] 处连续，当且仅当 


X = Xo 


lim | f ( x ) — f ( a ； o ) 


= 0 ; 




xo 


又， f ( x ) 在 


抑 G [ a , 6] 处可微，且它的导数是 f ' Oro ), 当且仅当 


X = 


fpr ) - f ( x 0 ) 

X — Xq 


lim f '( a ： o ) ™ 


= 0 , 


工 0 




其中 I ■ Ir / 1 表示欧氏空间中的向量的长度 


Vx = Ori ， … , x n ) e R n |x|r 


为了证明这一点，只要利用以下的初等不等式就够了 


max(|xi|, … ， |x n |) < |x| R ri ^ |xi| H - h \xn . 


现在，我们在以上定义的基础上，介绍以下的 

定理5.9.3(向量值函数的有限增量定理） 设 f 和 s 分别是在有界闭区 
间 [ a , b ] 上连续的向量值函数和数值函数，且数值函数 g 还在 [ a , 6] 上递增， 
AC [ a : b ] 是可数点集， f 和 5 在 [ a ， b ) \ A 上有右导数 (4(^) 可能取无限值). 


又设 


6 [ a , b ] \ A (| f |( x )] R r t < 9 ^.( x )), 


(5.9.19) 


则我们有 


剛 一 f ⑷ I R rt ( 9 (b)-g(a). 


(5.9.20) 

证证明的线索和命题5及1的证明完全一样.设 (5.9.19) 成立.因4可 

数，故可设 


A = {ai : a2, • 


}. 




_ 


_ A 


任取 e > 0，令 


E 


e [ a , b ] : Vye [ a , x ] | f ( 2 /)- f ( a )| R - ^ p ( i /)-^( a )+ e ( y - a )+£ 


J :二 


x 


2 


<y 


(5.9.21) 

上式右端的 E 是对满足 a n < y 的全体 n 求和.由条件 (5.9.19) 出发，我们 
需要证明的 J = [ aM . 
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显然 J 是一个以 a 为左端点的区间.设 C 是^/的右端点.首先，我们要证 


明 


(5.9.22) 


c e J. 

(5.9.22) 显然成立.今设 a < 2/ < c ， 贝 !] G J ， 故 


若 


c = a, 


a ) +^ X] 


\^{ y ) - f ( a )| < g ( y ) - g { a )-\- e(y 




2 n 


<y 


a 


n 


( g ( c ) - g ( a ) - \- e ( c - a)+e ^ 


2 


n 


a n <c 


在上式中让 v — c — O , 注意到 f 的连续性，有 

|f(c) - f(a)| R - < g ( c ) - g { a ) + e ( c - a ) + s ^ 


(5.9,23) 


<c 


a 


n 


故 (5.9.22) 成立. 

其次，我们要 证明 ： c = 6.设 c < fe , 若 c 名 A ， 贝 IJ fi ⑷与 g f + ( c ) 存在且满 


足不等式 


|f+(c)| R r， < 5+ (C) ^ 

先设0彡 g f + ( c ) < OC - 这时有向量 u 使得 f +( c ) = upL ( c ) 且 |u|Rn 彡1_记 


h = f ~ ug , 


则 


h^_(c) = 0. 


故 


e (c, b]\/x e [c,y](|f(a;) - f(c) - u(g(x) - g{c))\^ ^ e(x - c)), 


由此 


3 y e (c, b]Vx e [ c , y ](\ f ( x ) - f(c)| R n ^ ( 5 ( x ) 一 p ( c )) + 以工 一 c ))， （ 5 . 9 . 24 ) 

根据 （5.9,23) 和 （5.9.24)， 有 

| f ㈤ 一 f ( a)|an ^ g { x ) — g { a ) + e(x — a ) + e — 

a )+ e E 去 ， （ 5 . 9 . 25 ) 


^ p(^) - g{o) -^s(x 一 


a n <x 


其中 ; r 6 [ c , y ] . 因此 y £ 这是不可能的. 
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再考虑必 ㈦ = oo 的情形.这时 


咖） - 夕⑷) 


[c, y](|f ⑻ 

由此得到 (5.9.24), 和上面一样的推演便可得到矛盾. 

最后假设有某个 fc e N ， 使得 


f ( c )| a ^ ^ ( IfK ^ lR - + l)(x - c ) < 


3 y 6 ( c , b]\/x e 




由 f 的连续性，有 


c = ah ^ 


£ 


彐 y G ( c , b\ix e ( c , y ] \ f ( x ) - f ( c)|nn 彡 


2 k r 


将这个不等式与 (5.9.23) 结合起来，有 


a ) + 5 5 Z 


| f ( x ) — f ( ct )| R ^ ^ g { c ) — g ( a ) + e{c — 


2 




< 9 { x ) - g ( a ) + e(x - a ) + e ^ 


2 


这又是矛盾.故 fe e J ， 换言之，我们有 




jf ( b ) — f ( a)] R n ^ g ( b ) - g { a ) + e{b 




2 


an<b 


在上式中让 


0,便得 


e —> 


f (6) — f ( a )| n - ^ g [ b ) — g ( a ). 


□ 


注对于 n 维向量空间中的向量 
(或称长度).眼前，有限维向量 


e R n , | v | = | v | R n 表示向量 v 的范数 
( vrr -. vn ) 的范数常可理解成 Euclid 范 


V 


V 




数 


! v Ih - = A 


h—l 


事实上，我们的考虑可以推广到更一般的（甚至是无限维赋范空间中的）范数上 
去.关于后者的确切定义将在第8章的补充教材一中去讨论. 

推论 5.9.3 在区间 J 上定义且连续的向量值函数 f 在/上恒等于常值向 
量的充分必要条 件是： /有可数子集 A ， 使得 


J \ y 4( f + ( x ) = 0). 
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推论 5.9.4 设 f 是在区间 I 上定义且连续的向量值函数，又 J 有可数子 
集 A , 使得 f 是在/ \4的每一点上右可微，则对于一切 x,ye J 和 ei \ A^H 


| f ；( z )- f ；( x 0 )| R -. (5.9.26) 


\f(y)-f(x)-f^(x 0 )(y-x)\ R n < (y-x) 


sup 

^(x,y)nl\A 


证对函数 f (幻-应用定理 5.9.3, 而定理 5.9.3 中的 p 取为这样 

|f；(^) - f ； (x 0 )|R-, 推论 5.9.4 便是定理 


的线性函数，它的导数是 


sup 

zE(x y y)nl\A 


5.9.3 的推论了. 




§5.10 补充教 材二： 一维线性振动的数学表述 


5.10.1 谐振子 


设质点 M 在直线（记做 I 轴）上的平衡点（取它为$轴的原点）附近在 
个弹性力 F 作用下运动.弹性力 F 总是指向平衡点，它的大小和质点与平衡点 

的距离成正比.故 F = - fc 2 x , fe > 0. 设质点 M 的质量为 m , 由 Newton 第二 
定律，质点运动方程是 




(5,10.1) 

/ c / v ^>0 (在物理文献中，函数关于时间变量 t 的导数常以函数上 

方打一点表示， 例如： 士 ⑴，无 = x 〃 ⑴).方程 (5.10.1) 称 为谐振子方程.为 
了完全确定质点的运动状况，除了方程 （5.10,1) 外，还须知道质点的初（始）位 
置和初（始）速度，即： r 应满足初（始） 条件： 


其中 


x(to) = Xq, x(to) = Vo 


(5.10,2) 


其中纪， 

置，初（始）速度. 

我们先证明 

命题 5.10.1 满足方程 (5.10.1) 和初（始）条件 (5.10.2) 的解最多只有一 
个.特别，当 xo = 0，如= 0时，满足方程 (5.10.1) 和初（始）条件 (5.10,2) 的唯 
一解是 \/ten(x(t) = o). 

证设2/⑴和冲）是满足（ 5 ,10.1)和 (5.10.2) 的两个解.令 w ( t ) - y ( t ) 
之⑷，则 w ( t ) 满足下列方程 


是三个给定的数，分别代表质点运动的初（始）时刻，初（始）位 


^ 0,^0 




(5.10.3) 
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和初条件 


切 ( to ) = 0， 二 0* 


(510,4) 


由方程 （ S .10. 3 )， 有 


d 


—(w 2 + u^w 2 ) — 2w(w -j- cJ 2 w) = 0 . 


dt 


因此 


w -buJ w — const 


由初条件 （5.10.4) 便知 


w 2 + lj 2 w 2 3 [邮 0)] 2 + o ^[ w ( to )] 


= 0 


所以 ， w = 0 . 由此和初条件 (5.10.4) 便知 u ? = const = 0. 换言之， y 三 

已知满足初条件 (5,10.2) 的方程 (5.10.1) 最多只有一个解，现在我们想证 
明确有一个解，甚至想把这个解用初等函数表示出来.为此，我们设法寻求方程 

C 5.10.1) 的（不一定满足初条件 （5.10.2) 的）具有以下形式的解 


□ 


x ( t ) = e xt . 


(5.10.5) 


对于 （5.10.1) 中的 x =工⑴，有泛= A 2 e At = A 2 x , 欲使方程 （5.10.1) 得以满足， 
必须也只需 A 2 = 


• 换言之 ， A = 土汕是函数 (5,10,5) 满足方程 (5.10.1) 的 

充分必要条件.我们找到了方程 （5.10.1) 的两 个解： 


—UJ 


— iuft 


iujt 


和 


不难看出，这两个解的任何线性组合 


x ( t ) ^ Cie [ujt + c 2 e~ iwf 


(5.10.6) 


也满足方程 (5.10.1), 其中 G 和 C 2 是两个（不依赖于 f 的）任意常数.它们的 
具体的值将由初条件 （5,10.2) 确定.换言之，它们应满足方 程组： 


Cie^ io + <7 2 e- Wt0 


Ciiuje^ - C 2 iu;e^ t0 = 


这个方程组的解是 


cjxo + ivo 


UJXo 

2 u ? e iw ^ ’ 


1^0 


(510 J ) 


Ci = 


C 2 = — 


2 o;e 一 心化 
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故满足初条件 （5.10.2) 的方程 （5.10.1) 的解应是 


ojxq + i^o 
2 u ; e^ iu>t o e 

= xo cosu;(t — io) + — sino;(t — 亡 o)- 


ujxq — i^q 

2 u ; e Twt 0 e 


cc (亡）— 


(5.10.8) 


以上表达式也可以写成 


x ( t ) = Asm(cut + ( p ). 


(5.10,9) 


xo 


vo 


Oo ) 2 + 


ojto . (5.10.10) 




arcsm 


ip — 






(5.10.9) 是谐振子的一般表达式， (5.10.10) 中的4和 p 分别称为谐振子的振幅 
m {t = 0 时的）初始位相. 

5.10.2 阻尼振动 

假若质点除了受到弹性力（它的方向指向平衡位置，大小与位移成正比）的 
作用外，还受某种阻力（例如磨擦力）的作用.这种阻力是这样一种力，它与质 
点的运动速度的大小成正比，方向相反.这样，质点的运动方程变成了 


( 5 . 10 . 11 ) 


—k x — rx , 


mx — 


其中 r > 0. 为了完全确定质点的运动状况，还须知道质点的初（始）位置和初 
(始） 速度： 


(5.10.2/ 

在初条件(5.10.2) / 下方程 (5.10.11) 的解也是唯一的，不过它的证明不如无磨 
擦力情形那样简单，我们不去讨论它的证明了（在 7.5 节的定理 7.5.4 中，我们 
将讨论一般常微分方程的初值问题解的局部存在唯一性).下面只去寻找解的形 


z(^o) ^^0 ， 士 ( 尤 0) Uo ， 


式 


和以前一样，试用形 式为： r ⑴=的 f 的函数代入方程（5.10.11)，我们 
得到常数 A 应满足的方程 


(5.10.12) 


mX + r A + A : = 0- 


方程 (5.10.12) 称为微分方程 (5.10.11) 的特征方程 • 它有两个根: 


一 T 


—V 


(5*10.13) 


入1 = 


入2 = 
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2 


— 4 ： 7Tlk^ < 


为了得到方程 （5.10.11) 的解的表达式，应对三种情形分别处 理：⑴ 

0; ( ii ) r 2 — 4 mk 2 > 0; ( iii ) r 2 — 4 mk 2 = 0. 

( i ) 当 r 2 — 4 mfe 2 < 0 时， 


V 


—r 


—r 


(5,10.14) 


A2 = 


m 


m 


方程 （5.10.11) 的两个线性无关的解（即两个不成比例的解）是 




Xl ( t ) 


， oo 2 ( t ) 


(5,10,15) 


= e 


e 


= 6 


e 


显然这两个线性无关的解的任何线性组合 


-二 t 


Cie 1 


x ( t ) 


(5.10.16) 


+ 


e 


m 




也是方程 (5*10.11) 的解 • 

为了满足初条件（5.10.2)'，常数 Q 和 C 2 应满足方程组 


一 


亡0 


to 


Cie 


(5.10.17) 


+ C 2 e - 


m 


e 


m 


= Xo , 


V 


_ 5 to 

m u 


^0 


C ! 


—— +1 


e 


e 


m 


m 


r 


t o 


+ c 2 


(5,10,18) 


e 


= Vq. 


m 


m 


这个方程组的解应是 


• rxo 4 - rnvo 


； r 0 


Ci = e - to e ~ 


*0 


(5.10.19) 


2 


rxo + 

+ 4 mfc 2 


xo 


r 


toJ 


c 2 = e 


(5.10.20) 


0 


e 


2 


2 


2 


—T 
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* 


满足初条件 （5.10,2)' 的方程 (5.10.11) 的解应是 


rxo + mvo 


xo 




(亡一*0) 


(尤— 亡0) 


x(t) — e 


--1 


e 


rn 


2 


txq + rnvo 


XQ 




+ — + i 


e 


m 


2 


—盖（ ㈠ 0) 


Xo cos 


=e 


m 


txq + mvo 


sin 


m 


2 


vl + 4mfc 2 Xo 


+ 2rmxoVo 


m 


— 5( 卜 (0) 


=e 


2 


十 4mk 2 


— r 


(5,10,21) 


切， 


. sm 


m 


其中 W 是 i = 如时的初始位相.值得注意 的是： （5.10.21) 是一个谐振子和一个 
按时间的负指数方式下降的振幅的乘积.这是因为运动质点为了克服阻力必须 
做功，运动质点的总能量（动能与弹性位能之和）将为做功而耗散，总能量将随 
着时间增加而减少（所谓能量耗散）的缘故.而动能是和振幅的平方成正比的, 
玫振幅随着时间增加而减小.这正是“阻尼振动”的特点. 

4 mA : 2 > 0时,(5.10.13)中的 M 和 A 2 都是实数，方程 （5.10.11) 


2 


( ii ) 当 


V 




的两个线性无关的解是 


， x 2 (t) = e 


xi(t) — e 


(5.10.22) 


方程 (5.10.11) 的一般解是这两个线性无关解的线性钽合 


工⑴ = Cie 


(5.10.23) 


+ C 2 B 


其中 G 和 C 2 是两个常数，它门将由初条件 （5,10.2)' 确定 


t 0 


^0 


(5,10.24) 


Cie 


+ C 2 e 


rn 


= Xo , 


兔0 


Ci 


e 


m 




to 


(5.10.25) 


+ C2 


e 


=vo 


m 
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5 


故 


V 


mvQ 




Ci = 怎 o 


e 


r 


mvo 


亡 ◦ 


C 2 = 尤 0 


e 


满足初条件（5*10. 2 )'的方程 （5.10.11) 的解应是 


mvo 




X ⑴ 


e 


mvo 


( t — * o ) 


.(5.10-26) 


+ xo 


e 


这是个代表无振动的衰减至零的运动的解.这是因为当阻力系数 r 充分大时（即 

— 4 mA ; 2 > 0时)，弹性力引起的振动特性消失了. 

( iii ) 当 r 2 - 4 mk 2 = 0时， (5.10.13) 中的 Ai =入 2 ,原来线性无关的两个解 

变成一个解了.但很容易找到另一个与它线性无关的解，这样还是得到两 个解： 


2 


r 


， 尤 2( 亡) = te ^ . 


Xi ( t ) 


(5.10.27) 


— 6 


m 


方程 (5.10.11) 的一般解应是 


工⑴ = Cie^" 4 + C2ie^ t . 


(5.10.28) 


很容易通过初条件 （5.10,2/ 确定常数 G 和 C 2 . 这时质点运动的振动特性也 
已消失，解也衰减为零，但由于第二项的影响，它比之情形略慢些. 

5.10,3 强迫振动 

下面我们讨论在弹性力，磨擦力和另一个随着时间周期变化的外力作用下 
的质点的运动状态.为了数学处理的方便，我们假设这个随着时间周期变化的外 
力可以用某个余弦函数表示，因而质点运动的方程是 


2 


一 fe x — rx + a cos cut 


(5.10.29) 


mx = 


它也可改写成 


x + 2 px + ljqX = a cos 

其中 a = a / m.p — r /(2 m ),6 t?o = kl ^ frn . 当 a = 0 时，方程 (5.10.30) 变成它 


(5.10,30) 


所对应的“齐次”微分方程 
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X + 2pX + UJqX 


(5.10, 31) 

根据以前的讨论，这个“齐次”微分方程的一般解是它的两个特解的线性 组合： 


0 . 




x { t ) = ⑴ + C 2 X2 ⑴， 


(5.10,32) 


其中 n ⑴和 x 2 ( t ) 是方程 （5.10.31) 的两个特解，它们可以根据以前的讨论在 
三种不同的情况下分别求得.不难看出，假若是方程 (5.10.30) 的一个（特) 


解，则 


x ( t ) = ClXl ( t ) + C " 2 工 2 ⑴ + z ( t ) 


(5.10.33) 


是方程 （5.10.30 乂带有两个任意常数）的一般解.所以，求解“非齐次”微分方程 
(5.10.30) 归结为寻找非齐次微分方程 (5.10.30) 的一个（特）解.为了计算方便， 
我们愿意把求解“非齐次”微分方程 (5.10.30) 换成求解下面的“非齐次”微分 


方程 


X + 2pX + UJqX 


wt 


(5.10, 34) 

方程 (5.10.34) 的解的实部便是方程 （ 5.10.30) 的（实值）解.今设法找一个具有 
以下形状的方程 （ 5,10.34) 的 特解： 


ae 




iUJt 


w ( t ) = Ae 1 


(5.10.35) 


把它代入方程 （5.10.34) 后，得到 


a 




(5-10.36) 


十 2pc<^i + uJq 


2 


一 U ) 


故特解 (5.10.35) 具有形式 


2 


2pcui + cjq ) 
(-a; 2 H- UJq) 2 + 4p 


a ( 


—uj 


a 


iu;t 






(cosut + i sin tot ) 


e 




+ 2pUJl + UJq 


2, ,2 


— a ; 


UJ 


a 


(—a; 2 + oJq) 2 4 - 4p 2 cu 


2 


)cos ujt + 2 puj sin u)t + i (( a；o 


2 


)sin u)t — 2 pcu cos tot ) - 


x 


COq 一 UJ 


— U ) 


(5,10.37) 


方程 (5.10.30) 的特解应是 


a 


2 


)cos ujt + 2 pcj sin ujt ] 


z ( t ) = — 


— CJ 


(—a ; 2 + 0Jq) 2 + Ap 2 u ) 2 

sin ( a;i + ip ) 


Q ! 


(5.10.38) 


(— a ； 2 + u ； q ) 2 + 4 p 


2 UJ 2 
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由此可见，当 a ; 和 a 给定时， o ; 0 = o ; (即弹性力产生的固有频率 o ; 0 和周期 
性外力的频率 w 相等）时,这个特解的振幅将达到最大值.特别，当 P = 0( 即无 
磨檫力）时,这个特解的振幅将等于无穷大.这就是所谓的“共振”现象任何建 
筑物有它的固有频率吻，它是由建筑物的材料及结构确定的.若地震的地震波 
的频率 a ; 与这个固有频率吻相差很大，该建筑物在这场地震中常不致倒塌.反 
之，当地震波的频率与这个固有频率相差无几时，该建筑物很可能在这场地震中 


倒塌. 


进一步阅读的参考文献 


一元函数微分学可以在以下参考文献中 找到： 

[I] 的第四章介绍一元微分学，第六章第6节中介绍了 Bernoulli 数和 

Bernoulli 多项式. 

[4] 的第一章介绍一元微分学.本章“补充教材一关于可微函数整体性质 
的内容取自⑷的第一章. 

[6] 的第四章介绍一元微分学. 

[II] 的第三章和第四章介绍一元微分学.超几何级数的内容可在 [11] 的第 

十一章中找到. 

[12] 中得到了复合函数高阶导数的最一般的公式. 

[13 j 的第一卷第五章和第六章介绍一元微分学. 

[14] 的第六章，第七章，第八章和第九章介绍一元微分学.第七章和第九章 

包含许多有趣的应用，特别，第九章第71节中介绍了 Bernoulli 数和 Bernoulli 

多项式. 




[21] 的第三章第1节介绍一元微分学. 
[23] 的第五章介绍一元微分学. 


元函数的 Riemann 积分 


o 早 


§6.1 Riemann 积分的定义 


首先，我们讨论一个几何 问题： 如何计算一个平面图形的面积？先 
考虑一类特殊的图形 
定义在有界闭区间 [ a ,6] 上的（比较“好”的,例如连续的）取正值的函 
数.考虑/的图像与横轴上的闭区间 taj 之间的平面图形（简称为/ 

ft [ a , 6] 上的下方图形） 

{(x,y) 6 R 2 

的面积的计算.一般的平面图形常可分解成有限多块两两不相交的上 
述类型的图形（即可以看做某函数下方图形的图形）之并.因此，一般 
的平面图形的面积就是上述类型的图形面积之和.下面我们将集中精 
力研究下方图形的面积的计算. 

设/是在上的取正值的函数，一个很自然的下方图形面积 
的计算方案是这样的. • 

在闭区间 [ a , 6] 上取 n + 1 个点 


某函数在某闭区间上的下方图形.设/是 


G [ a , 6] , 0彡 y < f ( x )} 


( 6 . 1 . 1 ) 


Xq < Xi < … < X 


a 




使闭区间 [(X ， 6] 分划成 n 个小区间.这样，/在 [a, 6] 上的下方图形 

的面积等于 f 在这 n 个小区间上的下方图形的面积之和.在小区间 
[ xi - i , Xi \ 上任选一点& € 直观地看，/在小区间上 

的下方图形的面积应该近似地等于 


一而_1)， 

后者表示以小区间[^!,^]为底，高为 脳 的长方形的面积.因此， 
/在 [ aj 上的下方图形的面积应该近似地等于 
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) = y^f(^i)dx(xj - Xi—1) 


(6丄2) 


— 而 一1 


(注意 _• dx { h ) = h ). 表达式（ 6 _1. 2 )称为函数/对应于分划（ 6 丄1)和 

选点组 {€ i , …，匕}的 Riemann 和，其中& e [ xn , 而](1 < z ^ n ). 一 

个很自然的想 法是： 假若/属于某一类较好的函数（例如连续函数，或 
间断得不很厉害的函数)，当分划 （6.1.1) 中的小区间的长度的最大者 
趋于零时（当然，这时小区间的个数 
限似应存在，且这个极限 


oc )， Riemann 和 (6.1,2) 的极 


n — 


E /( g ( 


lim 

无 =1 


Xi-i) 


(6.1.3) 


X4 — 


max 


应可看做 / 在 [ a , 6] 上的下方图形的面积的定义.参看图 6,1.1 


B 




A 


m 


o 


a 


x z 


C : 


h b 


-i 


Riemann 和中的一项 


6 . 1.1 


其次，我们讨论一个运动学的 问题： 假若己知做直线运动的质点 
的速度对时间的依赖关系 r ⑷(它表示质点在时刻 * 时的速度)，如何去 
计算质点位置对时间的依赖关系 x ( t )? 假定质点在做匀速运动： W ⑷= 
^为不依赖于 i 的常数，则质点在时刻 t 和^)的位置之间的距离应是 


x ( t ) - x ( to ) 


- to ) 


V 




* 


但若 质点在做变速运动：以上公式便不适用了，这时我们很自然地会 
用以下办法来计算质点在时刻 t 和 k 的位置之间的距离.在区间 [ to , t ] 
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上用 n + 1个点把区间 [^0 , t ] 分划成 n 个小区间 


(6.1.4) 

在每个小区间 [ u ^. u ] 上任选一点 n e [ ti - i , ti \, 当做变速运动的质点 
的速度 r ⑴对 t 的依赖比较好时（或是连续依赖，或是依赖的间断性 
并不太厉害)，在小区间 [ U - i , ti ] 上质点所做的运动似乎可以近似地看 
成以 v ( Ti ) 为速度的勻速直线运动.因此，在时间区间 [ U - uU ] 上质点 
走过的距离有以下近似表 达式： 


to < h < . 


< tfl = t* 


■ 


■ 


v(n) - (U - U-i) 


在时间区间 [ to , t ] 上质点走过的距离似乎应有以下近似表达式 

n 


(6.1.5) 


表达式（ 6 丄5)是函数吨）相对于分划 (6.1.4) 和选点组 {n ，…， T n } 
的 Riemann 和，其中 e [ Ui](l ^ i ^ n ). 一 个直观上可接受 

的想 法是： 当变速运动的质点的速度 r ⑷对 t 的依赖比较好，且分划 

(6.1.4) 中的小区间的长度的最大者趋于零时（当然，这时小区间的个 

oo ), Riemann 和(6_1. 5) 的极限似应存在，且这个极限 


数 


71 — 




lim 


( 6 . 1 . 6 ) 




max 


应该就是在时间区间 [ to , t ] 上质点走过的距离. 

以上两个问题，一个是几何问题，另一个是运动学的问题，导致要 
计算的两个极限 （6.1.3) 和 (6.1.6) 在形式上完全 一样： 某个函数的 

Riemann 和的极限.这种形式的极限在其他问题中也经常出现.因此 

有必要对这种形式的极限给一个名称，以便对它进行认真的数学研究. 

定义 6.1.1 设/ : [ a ，6] — R ( C ) 是有界闭区间 [ a , 6] 上的实（复) 
值函数.闭区间 [ a , 上的 n + 1个点 


C 


(6.1.7) 


Xo < 尤 1 < 


< X 


< X 


a 








_ 
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称为闭区间 h 6] 的一个分划.闭区间因此被分划成 n 个小区 


间 


[a, b ] = [J 

k=l 

其中两个不同的小区间之交或为空集,或为单点集（总之，是长度为零 
的集 ：) .在每个小区间上任选一点& e > 

分划 C 和选点组^ = {《1，…， （ rj 的 Riemann 和 


( 6 . 1 . 8 ) 


], 并构造函数/相对于 


，而 


1-1 


) = Y2f ⑹ dx ( 




i). (6.1.2) 7 


— ^ i —1 


Xi - Xi — 


假若当小区间 (1 ( i ‘ n ) 的长度的最大者趋于零时，不论 
满足条件& e [ xi - uxi ] 的选点组$ =佑，…，^}如何选取， Rie - 

和 （6.1.2)' 收敛于某个实（复）数 J G R ( C ), 则称/在 [ a ，6] 上 

( Riemann ) 可积，/称为/在区间 [ a , 6] 上的 ( Riemann ) 积分（有时也简 

称为/在区间 [ a , 6] 上的定积分)，记做 


mann 


b 


f ( x)dx 


(6.1.9) 


f ( x ) 称为上述积分的被积函数， [ a , 6] 称为积分区间， a 称为积分下限， 

b 称为积分上限. 

注1 积分定义中的极限既非序列的极限也非函数的极限，这是 
种我们尚未遇到过的极限的类型.我们不想在这里讨论一般的极限 
理论，它将在第7章中讨论，只想对积分定义中的极限给一个明确的 


1 


阐述 


当小区间[^ 15 ^](1 ^ i ^ n ) 的长度的最大者趋于零时，不论 

满足条件& € 的选点组《= {^ 1 , …，匕}如何选取 ， Riemann 

和 （6.1.2)' 收敛于某个实数 J G R ” 这句话的确切涵 义是： 对于任何 
>0，有一个5 > 0,对于闭区间 [ a ,6] 上的任何分划 (6.1.7) 和任何 


U 


6 


X ]/ ⑹ (心 


max Xi — 


) < e. (6.1.10) 


X 4 


— Xi-l 
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注2 正像定理 3.6.1 把函数极限问题化成序列极限问题那样,积 
分定义中的那种新的极限类型的问题也可化成序列极限的问题.我们 
只叙述它的结果，把证明留给同学了. 

有界闭区间 [ ci ，6] 上的实（复）值函数/在 [ d ， i >] 上 ( Riemann ) 可 

积的充分必要条 件是： 存在一个实（复）数/，对于任何一串 分划： 


4 k) < 4 k) 


㈨ 


⑻— 


C {k) : 


b (/c = 1，2,…）， 


< 


< x 


I < X 


a = 


4 


» ■ 


( k ) ( k ) 


和任何❾ G 以 


]， 只要 


XI 


— 1， 


⑻_ 


= 0 , 


lim max 

fc^OO 


便有 


lim ?e(/ ， C ⑻ 4 ⑻ ）=lim [/(#))( 

K^OO /C—>00 , ^ 


( fc ) _ Ak ) 




% — 


其中少) = {#)， …，緦 }■ 

积分 (6.1.9) 的右端的变量 Z 用什么符号表示对积分的值 
不起作用，变量 a : 称为积分的 哑元. 哑元 o ; 换成任何别的符号，积分 
的值不变.有时积分的表达式中干脆不写这个 哑元： 


注 


f { x)dx 




(6_1.9)/ 


/* 






注4 设/ : b ，6 j 4 C 是有界闭区间 [ a ，&] 上的复值函数，/ 
/ i + i / 2 , 其中 /i : [ a ，6] — R，i = 1,2. 易见，/在 [ a , 6] 上可积，当且仅 
当 A (i = 1， 2) 在 [ a , 6] 上可积，这时，有 




fdx = 


fidx + i / fidx . 


因此，在下面讨论函数积分的一般性质时，除非作相反的声明，通常只 

讨论实值函数的积分.复值函数的积分的相应性质，假若成立的话，总 
可从上述关系式推得. 



6 章一元函数的 Riemann 积分 


252 


虽然积分这个极限是我们以前讨论的两种极限类型（序列极限和 
函数极限）之外的极限,但是它具有两种极限类型所具有的许多性质. 

例如，它也有极限与四则运算的关系以及 Cauchy 的收敛准则等.这些 
我们都不详细讨论了.为了以后方便，我们只把它的 Cauchy 的收敛准 
则表述 如下： 

命题 6.1.1 定义在有界闭区间 [ a ,6] 上的实（复）值函数/是 

有界闭区间 [ a , 6] 上的 ( Riemann ) 可积函数的充分必要条件是：任给 

>0,必有5 > 0,使得任何两个分划 


6 


Xq < Xi < - ^ < X 


a 




和 


a = Vo <yi < 

与任何& E [ nW 和％ G [ n %]， 只要 


< 2 /m 




• ■ 


<5 且 


Uj — Uj—i < J ， 


max \xi 

l^i^n 


max 

l^j%m 


— Xi-i 


便有 


^ _i 




( 6 . 1 . 11 ) 


< £ 


证利用定义 6,1.1 后的注 2 及序列的 Cauchy 收敛准则得到 .口 

很容易证明以下的 

命题 6.1.2 函数/在 [ a , 6] 上 ( Riemann ) 可积的充分必要条件 

是：任给 £ > 0 : 必有6 > 0,使得对任何两个分划 


XQ < XI < 


< X 


a 




* « • 


和 


< Vm — ^5 


江 = yo < yi < 


* 


k 


■ 


} C {2/ Q ,.._，2/ m } (或称后一分划比前一分划更细)，我 


其中{吻， 


， 


们有 
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G G [yj-i,yj}[ max \xi - 

l ^ i^n 


i | 


X^i 


%_ 


n 




^1 


( 6 . 1 . 12 ) 


证 由命题 6.L1 ， 条件的必要性显然.现在证明条件的充分性 
对任何两个分划 


Xq < Xi < 


< X 


a 




» « * 


n 


和 


a = zq < zi < 


< z 


• # * 


p — 


可以构造新的分划 


< y m 二 b , 


a = yo < m < • 


■ 


疇 


其中 


{yO ，， ._ ， 2/m} = {^0, 


，$ n } U {^o, . •. ，知 } 


只要满足条件 


i | < (5 和 


max X{ — 

l^i^n 


之 fc — 之 fc - i | < J ， 




max 

l ^ k^p 


i— 


根据 （6.1.12)， 便有 


n 


m 


_ 

< E/te)( 

«-i 

^2f(Ck)(z k 


) -Y]f(Vj)(yj - yj-i) 


— ^ i -1 


j = l 


P 


l ) - 〉: /( Cfc)(:fc _ 之 fc — i ) 


* — ^ 


fc=l 


m 


)-J2f(Vj)(yj -Vj-i) < 2e 


- z k -i 


k=l 




2 e 也是任意正数，由命题6.1.1，条件的充分性证得. 


□ 
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命题 6.1.3 在 [ a ，6] 上 Riemann 可积的函数/在 [ a , 6] 上必有 


界. 


证 函数/在 [ a , 6] 上 Riemann 可积，必有分划 


^0 < < * 


< X 


a 




* 




m Men , 使得任何& e ㈨_ 17 4 (i = 1 ， 2 ,…， n ) 都满足不 等式: 




) 


— Xi-l 


由此,我们有 


1)1 有界 ) 




Vi e {1 ， 2,… ， n} 


sup 


X 4 — 


因而，对于任何 i G {1，2, …， rz }，/ 在 [ 
上有界. 


] 上有界.故/在 h 


^i — 1 j 




下面这个命题的证明比较容易，留给读者自己去完成了. 

命题 6.1.4 常数 c 在 [ a , 6] 上 Riemann 可积，且 


b 


cdx = c(b — a ). 


(6 丄 13) 


定理 6.1.1 函数 / 在上 ( Riemann ) 可积的充分必要条件 

是： 任给 e > 0,有5 > 0,对于任何分划 




a = Xq < xi < 


■ 


只要 max (xi 


i )<5, 我们便有 


— X^i 


% — 


n 


/( 6 ) 


inf ，/⑹ （a - Xi -!) < 


(6.1.14) 


sup 

^ [^ i — 1 ] 


£ 




G Xi—% 7 Xi 
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证因为 


n 


I 

[sup 

i=l 


/ ⑸] ( 

■ 


/ ⑸ 


inf 


工 i — 而一 1 






1 


71 


n 


Ylf ⑹ ( Xi 

i^l 


, 工 f(d - n ) 

i, … ,n i—1 

i ) ~ Ylf ( vi )(^ 

i 二 1 


l ) 


sup 


— x^i 




2 — 


^i^l x i—l ，卬 i 

i= 1, * - 


n 


厂 71 

■ i=l 


sup 

r} i €\x i _ 1 , 1 ^], i— 1 , 


X^i — x^i 


i — — 1 


% 


i 一 


"■ jtl 


n 


him 


所以由命题 6.1.2, 条件 （ 6 丄 14) 是 / 可积的必要条件便得证了. 

下面 证明： 条件 （ 6.1.14) 是/可积的充分条件.为此,只需证明由 
条件 （ 6.1.14) 可得到命题 6.1.2 中所述的条件. 

任给两个分划 


工 0 < $1 < ， 


< X 


a 




• • 


n 


和 


< 2 /m = 办， 


a = m < m < 


* ■ 


# 


其中 { 卻 ，…， ；} C { 如， … ， y m }. 又设 


Xi 


<5 


max 

l ^ i^n 


— 而一 1 


易见, 


E/te)( 


m 


i) — ^2f(vj)(yj - Vj-i) 


个 i _ nr* * 

山 l 山 t — 


3 — 


n 


n 




i 二 1 ， * ■ - ’ rt t— 1 


i)- 


inf 


彡 sup 


— x^i 


—工 i — 1 


i 一 




ei €[ 


工， g 


x 


i — 


… ■?! 


n 


E[ 


/te)] 一 


/ ⑹ - 


inf 


sup 

Ci € [工 i 一 1 ，工 i ] 


工 i —1 


由条件 (6.1.14), 便可得到命题 6.1.2 中所述的条件 
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注表达式 


/⑹ —inf /⑹ 


sup 


UJ 4 = 


1 ，工 i ， 


常称为函数 / 在闭区间上的振幅.定理 6 . 1.1 可改述为 

定理 6.1.1 / 函数/在 [ a , 上 （ Riemann ) 可积的充分必要条件 

是： 任给 e > 0,有 (5 > 0,对于任何分划 


< x n = b , 


a = xq < x \ < 


-■ t * 


) <<5, 我们便有 


只要 max (xi — 

l ^ i^n 


工 i —1 


n 


- Xi _ x ) < 

i=i 

其中咕是函数 / 在闭区间上的振幅. 

定理 6.1.1/ 又可改述为 

定理 6.1.2 有界函数/在 [ a , 6] 上 ( Riemann ) 可积的充分必要 

条 件是： 任给 e > (3,有 (5 > 0,对于任何分划 


(6丄14)， 




b 


Xq < Xi < 


< X 


a 




_ . ■ 


n 


只要 max (xi - Xi -.{) < (5, 我们便有 

l ^ i^n 


E( 


)< t 


(6.1.15) 


Xi — Xi— x 




上式左端的求和是对一切满足条件 ^ e 的指标《求和. 

\ f ( x ) l 假若不等式 （6.1.15) 成立，我们有 


证设 Af = 


sup 

a ^ x^b 


n 


^2u ； i(Xi — Xi^x) = ^2 咕 (A — 


) + ^ U)i{Xi - Xi_i) 


Xi-1 


UJi^£ 


UJi<€ 


< 2 Me + ( b - a)e = (2 M + (6 - a )) 

由此，得到条件 （6.1，15) 是 / 可积的充分条件. 


S 
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假设有 e > 0,对于任何5 > 0,有分划 


a = Xq < xi < 


< x 


_ «蘑 


n 


使得 


i)<S : R 


(Xi 


max 


_ 


i — 


E (- 


( 6 丄 16 ) 


i ) ^ ^ 


r 一： C; 


% 


l 一 


OJ% £ 


由不等式 (6.1.16), 我们有 


n 


)= ^2 


) + OJi{Xi 




2 


l ) ^ ^ 


— X 4 


— Xi-l 


一 ^ i-l 


%_ 


u^i^e 


i^i<£ 


t= 


这与定理 6. i . r 中的条件 (6 A . uy 抵触 

为了介绍有界函数 / 在 [ a ， b ] 上 ( Riemann ) 可积的充分必要条件 

的另一个与定理 6 . 1.2 相近的表述,我们需要引进以下引理. 

引理 6.1.1 设/是上的有界函数 ， M = 

区间 匕61 有两个 分划： 


□ 


\ f ( x )\. 设闭 


sup 

a ^ x^b 


a — Xq < Xi < 


< X 


* » ■ 


n 


和 


< y m = b 


a = yo <yi < 


• _ 


■ 


第二个分划的小区间 [ yj-uvA C ? = 1，…， m ) 可以分为两类：第一类 
d 中的每一个区间 [ yj - uv ^] 都被第一个分划的某（依赖于 [ yj - uyj ] 
的）小区间 [ xi ^. Xi ] 覆盖： [ yj - i , yj ] c [xi 


I 第二个分划的其他的 
表示/是 [ Xi ^ i . Xi ] 上的振幅， Tj 表示/是 


— 1 ，工 i 




[ yj - uyj ] 上的振幅，则我们有 






(Vj - Vj-i) 


1 ) + 


Xi — Xi 


n max 


- Vj-i 


l — 


cui 
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证不难看出以下不等式成立： 

(吣 1-1) < 


— ^-i 


uJi^e 


T j ^ € 
:乂> —1 ，yj 


又因为每个 5 中的小区间的右端点必属于某个小区间 b 
中的不同小区间的右端点属于不同的小区间 [ xi - uXij ^ B 中的小区 
间的个数不超过 n ， 所以 


] ，且石 


i — 1 1 


Y1 (仍 — 的 - 1 ) ( 


{yj - yj—i) 


n max 

l ^ j^m 


把这两个不等式结合起来便得引理的结论. 

定理 6.1.3 有界函数/在 [ a ，6] 上 （ Riemann ) 可积的充分必要 

条件是：任给 £ > 0 ,有一个分划 


□ 


Xo < XI < 


< X 


a 




* > * 


n 


使得 


x > 


)< £， 


i 一 而 一1 


uJi^e 


其中 叫是 f 在闭区间 [^_ 1? x ,] 上的振幅，而上式左端的求和是对一 
切满足条件叫> e 的指标 i 求和. 

证由定理 6.1.2, 条件的必要性显然.条件的充分性是定理 6.1.2 

和引理 6 . 1.1 相结合的结果.具体推理 如下： 假设条件满足，所以,任给 
>0,有一个分划 


£ 


〈工 n = 


a = xq < ^1 < 


« • * 


使得 


£ 




<3, 


— Xi-i 


2 




其中 UH 是 f 在闭区间上的振幅，而上式左端的求和是对 
切满足条件叫> e 的指标 i 求和.（注意： e /2 也是一个正数，它可以 
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扮演原条件叙述中 e 的角色!）分划中的 n 已是确定的正整数.由引理 
6.1.1, 我们得到以下结果：对于任何分划 


a = yo < m < • • • < ym = h 


只要 


( y 广 y 7 - i ) < e /(2 n ), 便有 


max 




{y 3 ij 一 i) 


+ n max 

l^j^rn 






£ 


e 


< 二十 n -— — e 


2 


2 n 


其中 5 表示 / 是 [ y ^ uyj ] 上的振幅.由定理 6 . 1 . 2 , 有界函数/在 

[ a ，6] 上 （ Riemann ) 可积 

注若定理 6 丄 3 中所述的充分必要条件得以满足，而一串分划 


□ 


x ( 0 k) < x [ k) 


㈨ 


< 


< X 


a = 


蜃 • 


n/c 


满足条件 


r ( k ) 


(fc) 


lim 

k—oo 


max 


— x : 


3-1 


㈦ 」左) 
7-1 J 


]， 则有 




J 


nk 


iim 

K ^ OO 


f { x)dx 


3 - 
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下面我们讨论 Riemann 积分的简单性质. 

命题 6.2.1 假若有界闭区间 [ a , ft ] 上的有界函数/在 [ a , 上的 
间断点至多可数,它一定是 ( Riemann ) 可积的. 

证假设 M > 0 使得 Va : e [ a , b ](\ f ( x )\ ^ M ). 由假设/的全体 


间断点是 


di ， C?2, 


， dn ， 
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任意给定了 e > 0. 对于 b ，6] 的任 何点: r ， 我们构造一个开区间 （ 

+ <5 X ) 如下：若; r 是/的连续点,我们要求/在 0 —(^x + 4) 上 

的振幅小于 e ; 若 x = d n , 我们要求= e /2 n+2 .由 Heine-Borel 有 

限覆盖定理，有有限个开区间 ( x-^,,t + 4) 覆盖住 [ a , b \. 将这有限 
个幵区间的端点中属于开区间 ( a ,6) 中的点及 [ a , 61的端点 a 和6按 
大小次序排成一列： 


X — 


， < C]v— 1 < Cjv = b. 


a = cq < ci < • 


_ 


这列数构成了 的一个分划.这个分划的小区间分成 两类： 第一类 

的小区间是某个连续点^的小区间@ -5 x ,z + S x ) 的子区间，因而/ 
在该小区间上的振幅小于 e . 第二类的小区间是某个间断点 a = ‘的 
小 E 间 ( x - S x ,x + S x ) 的子区间，因而这些小区间的长度和不大于 


£ 


£ 


E 

rt=l 


2n+l 2* 


由定理6.1.3，/在 [ a ,6] 上 Riemann 可积 

推论 6.2.1 [ a , b ] 上的连续函数及& 上的单调函数在 fa ， 纠上 


□ 


Riemann 可积 


证由命题6.2.1， [ a ， 上的连续函数在>， b ] 上 Riemann 可积是 

显然的.由 4.5 节题 6( iii ) 和命题6.2,1， [ a , 6] 上的单调函数在 [ a ，6] 上 


也 Riemann 可积 




下面的命题是定理 6.1,3 的直接推论，证明留给同学了. 

命题 6.2.2 设函数/在闭区间 [ a ， b ] 上 Riemann 可积，又设 
[ c , oJ ] c [ a , 6], 则函数 / 在闭区间 [ c , d ] 上也 Riemann 可积. 

下面的命题稍难一些. 

命题 6.2.3 设函数/在闭区间 [ a ， b ] 和 [6， c ] 上均 Riemann 可 

_ 

积，其中 a < 6 < c , 则函数/在闭区间 [ a ， c ] 上也 Riemann 可积，且 


b 


f ( x)dx 


f ( x)dx + / f ( x)dx 


( 6 . 2 . 1 ) 


b 
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证由于/在 [ M ] 和[6, c ] 上可积，对于任何 e > 0,有 [ a 』] 和 

[ b , c ] 的分划： 


( 6 . 2 . 2 ) 


< u 


UQ < Ul < ' 


a 




■ 


■ 


与 


(6.2.3) 


b = vq < vi < 


< v t = c 


* 


■ 


, 


使得 






< x ， 


^j> e 


Tj>e 


其中叫是/在上的振幅，而 Tj 是/在 [ Vj - j . Vj ] 上的振幅 
不难看出， [ a ， c ] 上的分划 


Uq < U\ < …< U s = Vq < V\ < 


<V t = C 


a 




■ 


拳 


■ 


满足定理 6.1.3 的条件，故/在 [ a ， c ] 上 Riemann 可积. 

由定理 6.1.3 后的注，不难看出，等式 （6.2.1) 成立. 

下面四个命题的证明比较容易，留给读者了. 

命题 6.2.4 设/和0是闭区间 [ a , 6] 上的两个可积函数， c 是常 
数，则/ + P 和 c / 在 [ a , b ] 上也是可积的，且 


□ 


b 


b 


{f + 9){^)dx 


f ( x)dx + / g ( x ) dx \ 


(6.2.4) 




b 


( cf )( x)dx = c / f ( x)dx 

J a 

命题 6.2-5 设 / 和 g 是闭区间 [ a ，6 j 上的两个可积函数，且 


(6.2,5) 


Vx € [ a , b ]( f ( x ) < g { x )), 


( 6 . 2 , 6 ) 


则我们有以下不等式 


b 


f ( x)dx ^ / g ( x)dx 


(6.2.7) 


命题 6.2.6 ( i ) 设/在闭区间 [ a ，6] 上可积，试证：/ 2 在闭区间 

[ a 7 b ] 上 可积； 
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( ii ) 设/和 5 在闭区间 [ a , b ] 上可积， 试证： 如在闭区间 [ a , 6] 上 


可积 


证 M 利用以下不等式 


/ 2 ㈤ — f 2 (y)\ = 1/ ㈤ — f(y)\\f(^) + f(y)\ ^ 2M |/( x ) - /( y )|, 

便知/ 2 在一个区间上的振幅不大于/在该区间上的振幅的 2 M 倍， 

其中 M = 

( ii ) 利用 （ i ) 和以下等式 


再利用定理6丄3,便得/ 2 的可积性 


sup 


fg = ^[(f + 9 ) 2 -( f - 9 ) 2 }) 

以下的定理称为积分的第一中值定理.它很有用，但证明很简单， 
故留给同学了. 

命题6.2_7(积分的第一中值定理） 设/， g 和&是闭区间 [ a ， 別 

上的三个可积函数， h > 0,且 




( 6 . 2 . 8 ) 


Vx G [ a , b ]( f ( x ) ^ P ⑻）， 


则 


(6.2.9) 


f ( x ) h ( x)dx ^ / g ( x ) h ( x ) dx ; 


若有常数 m 和 M ， 使得 


Vx € [ a , b ] (m ^ f ( x ) ^ M )， 


( 6 . 2 . 10 ) 


则 


b 


( 6 . 2 . 11 ) 


h [ x)dx ‘ I f ( x ) h ( x)dx ( M j h ( x ) dx ; 


若 / 在 [ a , 6] 上连续，则有 《 G [ a , 6]， 使得 


( 6 . 2 . 12 ) 


f ( x ) h ( x)dx = /(() / h { x)dx 


为了今后计算的方便，我们做出以下的约定 
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约定若 a > 6,则约定 


(6.2.13) 


f { x ) dx \ 


f { x)dx 


另外，再约定 


(6,2,14) 


f ( x)dx = 0 


在这样的约定下，公式 


b 


(6.2.4) ; 


f ( x)dx — / f ( x)dx + / f ( x)dx 


b 


对一切 a ， b，ce R (不一定要满足条件 a < b < c ) 均成立 


§6.3 微积分学基本定理 


定理6.3.1(微积分学基本定理） 设/是闭区间 [ a ，6] 上的 Rie - 

可积函数，令 


mann 


Vx € la , b }[ F { x ) 


(6.3.1) 




M F 在闭区间上连续.若: ro e [ a ，6] 是 / 的连续点，则 F 在 
点处可微，且 


XQ 


F '( xq ) = f ( x 0 ) 


(6.3.2) 


注当吻= a ( x 0 = 6) 时，公式 （6.3.2) 左端的 F 的导数应理解 

成右（左）导数. 

证 设邱是/的连续点，故 


> Q 3 S > OVx E (xq — S^xq + 5)(\ f ( x ) ― f(xo)\ < s) 


(6.3.3) 


因此，当 0 < 问 < 5 时，有 
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F(x 0 十 /i) - F(xo) 


一 f( x o) 


h 


^o+h 


f(x)dx — 


f{x)dx - f(x 0 ) 


h 


xo+h 


xo+h 


f(x)dx — 

7 ⑷一 /( 工 0)| 彡 


h 




sup 

XQ — \h\<x<x 0 + \h\ 


e. 


(6.3.2) 证得. 

定义 6.3.1 设 p 是定义在区间 J 上的可微函数，且 




Vx G = f{x)), 


(6.3.4) 


贝 1 J 称 (p 为 f 在 I 上的一个原 函数. 

注若区间/有端点,则当 re 为区间/的某个端点时，等式 (6.3.4) 
中的 ^ p '{ x ) 应理解成的相应的单边导数. 

由微积分学基本定理（定理6.3.1)，我们得到以下命题. 

命题 6.3.1 区间/上的连续函数 f 在 J 上必有原函数,其中的 
个原函数具有以下 形式： 




Fix) 






其中 a 是区间 J 中的任意一个给定的点. 

命题 6.3.2 设 f 和分是/在区间 J 上的两个原函数，则有常 

数 C 使得 


\/x E = 分 ( ； 1 ；) 十 ( 7 ) 

证只要把推论 5.3.1 用到函数/ 

设/在 J 上的一个原函 数是化 则/在 J 上的原函数全体是 
{^ + C ： C € R }, 后者称为/在/上的原函数族，常记做 


(6.3.5) 


分上便得到 (6.3.5). □ 






f(x)dx = <f(x) + C 
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注1 原函数常称为不定积分.不定积分既可理解成某一个原函 
数，也可理解成全体原函数，即以上形式的带有一个任意常数的原函数 


族. 


注2 我们这里定义的原函数和极大多数书上定义的 一致. 法国 
Bourbaki 学派定义的原函数和通常的稍有不同（参看 W )， 本讲义把 
Bourbaki 学派定义的原函数称为反导数（详见本章补充教材). 

定理 6.3.2(Newton-Leibniz 公式） 设 p 是/在开区间/ = 

( a , b ) 上的一个原函数，/在 [ a ，6] 上可积，而 p 在7 = [ a ，6] 上连续，贝 U 


b 


f ( x)dx — ( p ( b ) — < p ( a ) = 


f(^)dx 


(6.3.6) 


a 


a 


证因 w 为 / 在 / 上的一个原函数，故 e = /($)). 由 

Lagrange 中值定理，对于任何[而- 1 ，而 ] C [ a ，6]， 有& € ( xi - i , Xi ) 使得 


^P{xi) - - Xi-i) 


(6,3.7) 


对于上的任何分划 


(6.3.8) 


a = xq < xi 


< x 




n 


^ ii e = 1 〆 …， n )， 使得 


<P[Xi) - - Xi-i) 


i = l ， 


，n 


■ * ■ 


故 


n 


p ⑻ -p(a) = Z (cp{xi) - wOi-i)) 


i=l 


n 


= E / ⑸(工 


(6.3.9) 


i — Xi-i 


i=l 


因 / 在上可积，故 


n 


E / te )( 


f ( x)dx = 


lim 

max(j：i — ►O 


一 ^ i —1 


a 
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= ( p ( b ) - ip { a ) 

注 假若要求定理 6.3.2 中的/连续，则 Newton - Leibniz 公式 
(6.3.6) 可以直接从微积分学基本定理和命题 6.3.2 推得. Newton-Leibniz 

公式 (6.3.6) 有时也被称为微积分学基本定理，而微积分学基本定理中 

的公式 （6.3.1) 有时也称为 Newton - Leibniz 公式.有的文献把我们的 

微积分学基本定理称为微积分学第 一 基本定理, 而把我们的 Newton - 
Leibniz 公式称为微积分学第二基本定理. 

Newton - Leibniz 公式在以下的减弱了的条件下依然成立. 

定理6_ 3.3( Newton - Leibniz 公式） 设区间 / = [ a , b ] 上有 n + 1 




个点 


a = do di < a 2 < • 


— 1 (JL 


琴 


■ 


又设函数 / 在 J = [ a , 6] 上可积，而函数 p 在 J = [ a ，6] 上连续，且 


anj^ix) = /㈤ ）， 


Var G ( a , b ) \ { a 0 , ai , a 2 , 


， a n _i ， 


在以上假设下，有 


f ( x)dx = ( f ( b ) — ( p ( a ). 

证由定理 6.3.2, 对于每个 fc G {1，…， n }， 有 


(6.3.10) 


f ( x)dx = < p ( a k ) - < f ( a k - i ) 


(6.3-11) 


由此， 


f ( x)dx = y ^ j (( p ( a k ) - ^ p ( a k ^ 1 )) = ip ( b )- ip ( a ). □ 


注1 在 6.10 节中，我们将证明 Newton - Leibniz 公式的一个加 
强形式，定理 6.3.3 只是它的特例.不过， Newton - Leibniz 公式的加强 

形式的证明要用到 5.9 节中的有限增量定理.这里的证明较简单. 

注 2 微积分的建立是人类文明史上激动人心的篇章之一.微积 

分常被说成是由 Newton 和 Leibniz 发明的，这种过分简单化的说法 
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并不合理.事实上，微积分的建立是人类文明史上长期演变发展的结 

果，它既非由 Newton 和 Leibniz 开始，也非由 Newton 和 Leibniz 最 

后完成.导数和积分的概念很早就被人们发现和应用，积分概念至少 

可追溯到古希腊时代的 Archimedes . 导数的概念也出现在 Newton 和 

Leibniz 之前，至少 Kepler 和 Fermat 在 Newton 和 Leibniz 之前约半 

个世纪就已实际上用导数求极 值了但 Newton 和 Leibniz 在这个长 

期演变发展过程中做出了决定性的贡献 . 17世纪一批出色的科学家, 

继承 Galileo 和 Kepler 的工作，关心着两个问题： （1) 求切线的问题; 
(2) 求曲线长度、曲面面积和物体体积的问题. Newton 和 Leibniz 的 
伟大贡献是指出了这两个问题之间的重要联系. Newton 为了动力学研 

究的需要,在他的老师 Barrow 的工作的影响下（事实上, Barrow 从几 

何学研究的需要已经掲示了上述两个问题的联系，换言之，已经获得了 

Newton - Leibniz 公式的数学内容.但 Barrow 并未提出 一 般的导数及积 

分的概念，因而完全没有涉及运动学和动力学的领域)，得到了这个重 
要的结果.这个结果的广泛使用在相当程度上应归功于 Leibniz 所创 

立的出色的形式符号. Newton 早于 Leibniz 得到这个结果，但没有立 
即发表它. Leibniz 在与物理学家 Huygens 为 一 件外交事务交往时，在 

一个短得难于置信的时间内学到了微分与积分这种新的数学概念，不 

久，他独立于 Newton 而获得了这个结果，并立即发表了它.事后，崇 
拜 Newton 的人与 Leibniz 的朋友之间发生了激烈的争执，前者毫无根 

据地指责 Leibniz 剽窃.后来卷入这场争执的人愈来愈多，成了英国科 

学家和欧洲大陆科学家之间的争执，历时竟达二百年.这样的争执对 
科学的发展是毫无意义的.事实上，一个结果之所以重要是因为它跟 
许多重要的科学分支有联系，因此不同的人从不同的问题出发,经历不 
同的道路，得到同一个重要的结果在人类文明史上是屡见不鲜的.我们 
中国人早就认识到这一规律,称它为“殊途同归”.这场由崇拜 Newton 

的英国人首先挑起的二百年的争执给英国数学造成的伤害是严重的. 
有许多数学史的著作介绍这段历史.当然，这个问题的讨论已远远超 

出本讲义的范围了.我们只摘录20世纪的美国数学家 Nobert Wiener 
于1949年写下的下面这段耐人寻味的话，因为它很客观地总结了科学 


6 章一元函数的 Riemann 相分 


268 


史上这场悲剧的深刻教训 


毋容置疑， Leibniz 的工作晚于 Newton , 但他是独立于 New ¬ 
ton 而工作的， Leibniz 的符号远优于 Newton . 不幸，两位发 

明者的朋友和同事，爱国心切，忠于友情，但不分青红皂白，错 

误地挑起了一场争端，其影响至今尚未肃清.特别，使用不那 

么灵活的 Newton 的符号，藐视欧洲大陆 Leibniz 学派的工作， 

竟成为英国数学家爱国和忠于信仰的表现.这使得到了 18 世 

纪，欧洲大陆上出现 Bernoulli , Euler , Lagrange 和 Laplace 这 

样的数学家的时候，英吉利海峡北面的岛上没有一个人的才 

华是可以与他们相提并论的. 


§6.4 积分的计算 


根据 Newton-Leibniz 公式，假若我们知道了某函数的原函数（不 

定积分)，便能算出该函数在区间 [ a , 上的定积分.因此求给定函数 
的原函数是个很重要的课题.本节就要讨论求给定函数的原函数的最 
基本的方法以及如何通过原函数去求定积分. 

首先，函数到它的原函数的映射是函数到它的导数的映射的逆映 
射.故把 5.3 节中的初等函数的导数表反过来写，便可得到求原函数的 
一 个最基本的出发点——基本的原函 数表： 


函数 


原函数 


函数 


原函数 


a+1 


(x ^ 7r/2 + nir) 


(a: > 0, a 7 ^ —1) 


tanx 


x 


cos^ x 


( X 7^ °) 


In x 


(x nn) 


— cot X 




sm x 


(| x | < 1) 


a x (a > 0) 


arcsin x 


In a 


(|x| < 1) 


arccos x 


arct an x 


sinx 


— COHX 


arccotrr 


smx 


cos x 
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应该注意的是，由 

(| x | < 1) 的原函数应是 


(\ x \ < 1) 的原函数是 arcsin x 得至! ) 

可是表中却说， 


— 1 


一 arcsin x . 


(| x | < 1) 的原函数是 

而两个相差一个常数的函数是同一个函数的原函数.同理可以解释表 
中所示， 


这是因为 


丌/2, 


arccosx . 


— arcsm x 


arccos x — 




1 


的原函数是 arccotx , 而未写成 


—arctam 


1 + x 2 


我们注意到，几乎所有的求导公式的逆转表述都在上述表中出现 


了，除了两个例外：它们是乘积的求导数的公式和复合函数求导数的 
锁链法则,下面两条定理分别是乘积的求导数的公式 (5.2.2) 和复合函 
数求导数的锁链法则 (5.2.5) 的逆转表述. 

定理 6.4.1( 不定积分的分部积分公式） 设函数 F 和 G 分别是 
函数/和 g 在区间了上的原函数，又设 / G 在区间 J 上有原函数，则 
gF 在区间/上也有原函数，且 


g{x)F{x)dx = F(x)G(x) 

证利用求导数的公式 （5.2.1)，(5.2.2) 和 （5.2.4)， 我们有 


f(x)G(x)dx 


(6.4,1) 




f(x)G(x)dx 

— F\x)G{x) + F{x)G f {x) — f(x)G(x) 

= f(x)G(x) + F(x)g(x) - f(x)G(x) = F(x)g(x) 

由原函数的定义， (6.4.1) 证得. 

注 因/^ G ' = p , 故 f(x)dx = dF, g{x)dx = dG. 方程 

(6.4.1) 可改写成以下 形式： 




FdG = FG~ GdF 


(6.4.1)， 


这也许更便于记忆. 

定理 6 . 4 . 2 ( 不定积分的换元公式） 设0 : [ a ，/9] — J 是可微的， 
其中 J C [ a , 6] 是一个区间，又设/ : [ a , b ] — R 在 [ a , 6] 上有原函数,则 

(6.4.2) 


/ o 4>{u) • <p f (v)du 
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证由复合函数求导数的锁链法则 (5.2.5), 有 


d 


dtp 


㈦ 


du 


du 


x=(j>{u) 


=f o < Ku ) - 4> f { u ) 


由原函数定义 ，(6.4.2) 证得 _ 

注 1 设 / 是个函数，则我们常用以下记法 


□ 


/ ⑷ =/(X) 


/⑷ 




有时还用以下记法 


x =6 


/⑻ 一 /⑷=/⑷ 


/ ㈤ = f { x ) 


/㈤ 




■ 


注 


因 ( f ) f { u)du = d ( j ), 故方程 (6.4,2) 可改写成以下形式: 

J f {(f){u))d(j>(u) 


f(x)dx 


(6.4.2)， 


X = (f)(u) 

这公式可看 成是： 左边的积分等于通过形式地代入 : r = 机 u ) 得到的右 
边的积分.这正是 Leibniz 的微分符号的便利之处. 

根据 Newton - Leibniz 公式,分部积分公式和换元公式有以下关于 
定积分的相应的表述. 

定理 6.4.3( 定积分的分部积分公式）设函数 F 和 G 分别是函 

数/和9在区间 [ a , 6] 上的原函数，又设 / G 和 gF 在 [ a , 上可积，则 


6 


g { x ) F { x)dx = F \ b ) G [ b ) — F ( a ) G ( a ) 一 


f ( x ) G ( x ) dx . (6.4.3) 


证利用求导数的公式 （5.2.2) 和（5.2.4)，我们有 

= F{x)G{x) - f 

-a L J 


b 


b 


g { x ) F { x)dx 


g ( x ) F ( x)dx 


f ( x ) G ( x)dx 


F ( b ) G ( b ) - F ( a ) G ( a ) 


f ( x ) G ( x ) dx . 


□ 
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定理 6 . 4 . 4 (定积分的换元公式）设 [ a ，/3] — J 是可微的，且 
导数 0' 在 [ a ，/3] 上连续，又设/ : J — R 在 J 上连续，则 






/3 


/ 0 <j)(u) • (f> {u)du 


f{x)dx 


f o <f>{u)d4>(u). (6.4.4) 


0(a) 


证因 / :/ — R 在 J 上连续，故由命题6.3.1， f 在 I 上有原 
函数.又因冷： [ a ,/3] — I 是可微的，且导数#在 [ a ,/3] 上连续，故 

/ o < f ){ u ) - 在 [ a , 0\ 上连续，因而有原函数.由 Newton - Leibniz 公 


式得到 


(3 




f o <p(u) • <j) f {u)du 


f o 4>(u) - <p f (u)du 


期 


f(x)dx 


f(x)dx. □ 


4>{a) 


X = <f)(u) 


以下是几个利用上面的求积分的公式计算积分的例题.这些例题 
经常在积分计算的过程中用到，最好能记住它们，至少应该知道什么样 
的不定积分是能用初等函数表示的和计算这个不定积分的路线，并能 
在自己熟悉的参考书中找到它. 

例 6.4.1 设 a 笋0,贝 IJ 


sin(ax + b)dx = — / sin(ax + b)d(ax + fe) 


cos ( aa ; + 6) + C . 






a 


例 6.4.2 设 > ◦，有 


In xdx = x In x ~ 


xdlnx = xlnx — 


dx = xh\x — x + C 


例 6.4.3 设 ： r > 1，有 


-- dlnx — In ( lnx ) + C 

In a : 


dx = 


x\nx 


例 6*4*4 计算不定积分 / sin 3 zcb 如下 


sin 3 xdx = 


2 


2 


xd cos x = 


l ) dcosa ; 


sin 


cos x — 


3 


COS v X 


cos x + C 


3 
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例 6.4.5 计算不定积分/ sin 2 xdx 如下: 


1 — cos 2 x 


sin 2 x 


x 


sin 2 xdx 


d (2 x ) 


+ C 


4 


2 


4 


x smx cos x 


+ C 


2 


2 


例 6.4.6 计算不定积分 / e x sin xdx 如下 


X 


X 


sin xdx = 


sin xde 


X 


X 


dsinx 


e 


— e smx — 


e 


=sin a ; — 


e x cos xdx = sin x 


X 


cos xde 




X 


X 


X 


dcosx 


=e sm x — i e cos x — 


e 


X 


— e x cosx — 


e x sin xdx . 


=e sm x 


由上式的到 


X 


e smx — cos x 


X 


sin xdx — 


+ C 


e 


2 


例 6-4.7 设 n # 1，贝 lj 


—1 


d(ax + b ) 


dx —- 


r 十 c 


(ax + b ) 

例 6.4.8 设 a ^ 0,贝 lj 


(ax + b ) 


a(n — l)(ax + b ) 


n 


n 


n— 


a 


d(ax + fe ) = - In \ax + 6| + (7 


dx =— 


ax + b 


ax + b 


a 


a 


例 6.4,9 设 n # 1，贝 lj 


X 


d ( x 2 + 1) 


dx =- 


r + c 


( x 2 + 1) 


2 J ( x 2 + 1) 


2 (n — l )( x 2 + 1) 


n 


n 


n 




i 时，有 


当 


n — 


1 


1 


x 


d ( x 2 + 1) = - ln ( x 2 + 1) + C . 


dx =- 


2 J 2( x 2 + 1) 


2 
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以下是几个利用上面的公式推得的计算积分的递推公式. 

例 6.4.10 设 n e Z ， 有 


dx 


x 


xd 


( x 2 + l ) n_1 


( x 2 + 1) 
r + 2 (n — 


n—1 


( x 2 + l ) 71 — 1 


2 


X 


X 


dx 


( x 2 + 1) 


( x 2 + 1) 


71 


n — 


X 


dx . 


i+2(n-l) 


-dx — 


( x 2 + 1) 


{ x 2 + 1) 


( x 2 + 1) 


n 


n — 


n— 


由此得到递推公式 


2 72 一 3 
2 n -2 J ( x 2 + 1) 


x 


Y dx • 


dx = 


2 n — 2 ( x 2 + 1) 


n — l 


( x 2 + 1) 


n — 


n 


(6.4.5) 

反复使用这个递推公式，左端的积分的计算最终可化为下述已知的积 
分的 计算： 


dx = arctanx + C 


递推公式 (6.4.5) 是计算这样的有理函数的积分的 关键. 而这一类 
积分在下一节计算一般的有理函数的积分中又十分重要. 

例 6.4.11 设 n e Z , 有 


n—l 


xd(cos x ) 


n 


xdx = — 


sm 


sm 


Tl — 2 


2 


n—l 


xdx 


xcos 


sm 


xcosx 


= — sm 


— sin n_1 x cos x + (n — 1) / sin n ^ 2 xdx 


n 


xdx . 


sm 






由此得到 


n — 


n— 2 


n—l 


xdx 


n 


xdx — 


X COS X + 


sm 


- sm 


sm 


n 


n 


原则上说，以上递推公式可以用来计算这个积分，但得到的表达式比较 

繁琐.当我们利用以上递推公式和 Newton - Leibniz 公式计算下述定积 

分时，结果却相当漂亮.首先我们得到以下递推 公式： 


7T 


2 


2 


n — 


n—2 


(6.4.6) 


xdx 


sin 71 xdx = 


sm 


n 


o 


o 
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由此得到（注意到例 6.4.4 和例6.4.5)， 

( n - 1)!! 


当 n 是奇数时, 
当 n 是偶数时. 


2 


I ! 


mi 


(6.4 J ) 


n 


xdx = 


sin 


(n — 1) 


II 


0 


II 


2 


n\i 


由这个公式出发可以得到一个有趣且有用的公式，通常称为 Wallis 公 
式•因 


2n 


： „2n — 1 


1 


Vx G (0, n /2 )\/n G N(sin 


工）， 


x < sm x < sm 


故 


7T 


* " 2* 1 




2 


sin 2n_1 xdx . 


sm 2n xdx < 


2n+l 


xdx < 


sm 


o 


o 


o 


由 (6.4.7) 得到 


/ (2 n - 2)!! 

. 2 〈 (2 n - lj ! l ， 


(2 n - 1)!! 


(2 n )!! 
(2 n + 1)!! 


7T 


< 


(2 n ) 


!! 


换言之， 


2 


2 


(2n)!! 

(2 n —1 )!!J 2 n 


(2 n )!! 

(2 n - 1 )!!J 2 n + 1 

因上式两端之差有以下估计（为得到以下最后一个不等式，我们用了 
以上的第一个不等 式)： 


7T 


< 了 < 


2 


2 


(2 n)H 

(2 n — 1)!!」 2 n [(2 rT -1 )!!J 2 n + 1 


(2 n ) 


II 


0< 


2 


(2 n )!! 


7T 


(2 n —1)!!」2 n (2 n -h 1) < 4 n ’ 


时，两端之差趋于零.故两端同时趋于中间项 


我们有：当 


2 


(2 n )!! 

(2 n — 1)!!」 2 n+r 

这个公式称为 Wallis 公式 . 同学可参看 4.5 节题14的 （ ix ). 

在 5.8 节题 30( vii ) 中，我们有以下的关于 n ! 的 Stirling 公式 


丌 


(6.4.8) 


lim 


2 
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存在常数 c 和0 € (0,1)，使得对于任何自然数 n ， 我们有 


nl = W /12n 


当时，式中的常数 c 尚未确定.现在我们可以利用 Wallis 公式确 定它: 


因为 


(2 n ) 2n+1 / 2 

(2n)\ 

/2" n +~ l " ( n !) 2 2 2n %/2 

(2 n )!(2 n + l ) 1 , 2 


_ 2ti 


e 


lira 

n—oo 


2 


n+1/2 。一 


n 


lim 


n\ 


n 


2 


2 


((2 n )!!) 

(2n)^2n + l) 1 / 2 

(2 n )!! 

(2n-l)\\{2n^iy/ 2 


n+1/2 。 一 n 


n 


= 2 lim 


n ! 


2 


n+1/2 


— n 


= 2 lim 


n 


= V^27TC 2 , 


所以 c = l / A . 因而 Stirling 公式可确切地写成 


n ! = V ^ n n +1 / 2 e — n e 0 / 12n 


(6.4.9) 
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上一节中我们算了不少积分，遇到的积分中的被积函数的原函数 
都是可以用初等函数（即中学里学过的函数及由它们通过四则运算，取 

复合函数及反函数等方法而得到的函数）表示出来的.但是应该指出 
的是，很多（甚至是非常有用的）初等函数的原函数是不能通过初等函 
数表示的.例如，积分 


一 t 


dt 


o 


在概率论中十分重要，可是它不能通过初等函数表示.什么样的函数 
的原函数是初等函数？什么样的则不是？这是个很难的数学问题.本 
讲义，作为基础课数学分析的教材，几乎未触及这类研究.当函数的原 
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函数不是初等函数时，而这个非初等函数的原函数在数学与物理中很 
重要时，便有必要研究这个非初等函数的函数.本讲义也不涉及这个 
常常很有意义的问题.我们要研究的是如何求出那些能用初等函数表 
示的积分的表达式.任何有理函数的原函数（不定积分）都是能通过初 
等函数表示的.这是最重要的一类能用初等函数表示其原函数的函数. 
在完成了有理函数的原函数的表达式的探寻以后,其他函数的原函数 
的探寻往往是通过换元或分部积分等手段把问题化成为对有理函数的 
原函数的探寻.本节将研究有理函数的原函数的寻求方法.为此，我们 
先引进两条定理.它们都属于代数的范畴，因此,我们只叙述而不证明 
它们，同学可以在文献 in ] 中找到它们的证明. 

有理函数是具有以下形式的 函数： 


p ( x ) 


/⑷ 




其中 p ( x ), q ( x ) 是两个多项式: 


p { x ) — a n x n + a n -ix 


+ … + ao ， 


q ( x ) = bmX 711 + b 


+ •■• + 60 


一 1 工 


我们的目的是计算积分 




dx 


Q ( x ) 


为此，不妨假设 a n = = 1和 n < m . 因若 a n ^ 1 ^ 6 m , 只需在 

f ( x ) = P(x)/q(x) 中提出个常数因子就可使得 a n ^ b m = l T ； 又若 
n > m , 用带余除法就能把 /( x ) = p ( x )/ q ( x ) 写成一个多项式和一个满 
足条件 n < m 的有理分式之和. 

定理 6.5.1 每个实系数多项式函数 


q ( x ) = bmX 171 + 6 m -ix 


+ - ■ - + 60 


都有以下因式分解 


q ( x ) = (x - ai) ri … (z - ak) rk ( x 2 + j 3 x x + 7i 广 1 - - ( x 2 + (3 ix + ji) 3i ， 
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其中出现的一次和二次因子都是互不相同的实因子，而且二次因子都 
是在实数域的多项式环中不可分解的，即 


A 2 —4 7i <0 0 = 1，…，0 


定理 6.5.2 给了有理函数 


P (^) 


f ( 工 )= 




其中 p ( x ), q { x ) 是两个多项式 


n— 1 


p { x ) = + a n -ix 


+ … . + a 。 ， 

+ 4 …+ 6 o 

(x - a x ) ri - ■ • (x - a fc ) 

(x 2 + j3 ± x + ji) Sl • - (x 2 + Pix + ji ) Sl ， 


g(x ) 二 


m 


+ b 


-lX 


X 


m 


rk 




X 


其中 n < m ， 则有理函数 /( x ) = p ( x )/ q ( x ) 可以分解成以下形式（称为 

有理函数的部分分式分 解)： 


P (^) 


ai，i 

Q (^) 


ai，”i 

(x — ai ) 

^_ a k,Tk 

{x - a k ) 


+ 


+ 


« ■ 




叫 ，1 , 

{x - a k ) 

bi^ix + Ci A 

(X 2 + (3\X + 7i) 

bi^ix + cm 

( x 2 + pix + ji ) 


rk 


bi jSl x + ci ? 


Si 


(x 2 + /?ix + 7i) s i 


+ Cl ， 

( x 2 ^ PlX + Ji ) 


Si 


(6.5.1) 


Si 


定理 6.5.1 可以通过代数基本定理及实系数多项式的根的共辗数 
也是根这两条命题证明之.定理 6.5.2 的证明可以从 [ llj 中找到.但定 
理 6.5.2 只是说分解 (6.5.1) 的存在.我们感兴趣的是：给了一个有理 

函数，如何寻求它的部分分式分解中的系数.这个计算的过程通常是 
这 样的： 先确定有理函数的分母的因式分解，然后用待定系数法确定 
部分分式分解 (6.5.1) 中的分子的系数. 
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例 6.5.1 确定有理分式 


2 x 2 + 2 x + 13 

(x — 2)( x 2 + 1) 


2 


的部分分式分解 如下： 按定理6.5.2,部分分式分解应有以下形式 


2 x 2 + 2 x + 13 

(x — 2)( x 2 + 1) 


dx + e 
— 2 _ x 2 + 1 ' ( x 2 + 1) 


bx + c 


a 


2 


2 


X 


将等式右端通分后让两边分子相等得到以下方程 


2 x 2 + 2 x + 13 = a ( x 2 + I ) 2 + (bx + c )( x 2 + l)(x — 2) + (dx + e)(x — 2) 


比较两边系数得到以下线性方程组 


a + 6 = 0， 

—2b + c = 0 ， 

2 ci + 6 — 2 c + c ? = 2， 

— 26 -\- c 一 2 d + e = 2, 

cl 一 2 c — 2g = 13< 


解此方程组得到 


1， 


—2， d = —3, 


—4. 


c = 


€ = 




故部分分式分解应为 

+ 13 

(x — 2)( x 2 + l ) 2 


3 x + 4 

-2 x 2 + l (: r 2 + l ) 2 , 

有了部分分式分解 （6.5.1), 有理函数的积分变成了 (6.5.1) 右端各 
项的积分之和. （6.5.1) 右端共有四种类型 的项： 


x -\-2 


x 


ax b 


ax + b 

( x 2 px + q) n ' 

其中 n 是大于 1 的自然数.类型⑴和⑵的积分已分别在例 6.4.8 
和例 6.4.7 中求得.类型 （3) 和⑷的表达式分母中出现的二次多项式 


a 


a 


⑴ 


； (2) 


(3) 


； (4) 


(x + b ) 71 ’ 


2 


x + b 


-\-px + q 


x 
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+ PX + Q 在实数域中不可分解，因此可以通过配方法将它化成如下 


2 


X 


形式 


+ px + q— (x + a) 2 + /3, 

其中只要作（线性）换元 w =(工+ «)/ v ^, 类型⑶和⑷的积 
分的寻求可以化成以下类型函数的积分的 寻求： 


2 


X 


U 


⑸ 


; ⑹ 


(u 2 + l) n ’ 

类型 （5) 的积分已在例 6.4.9 中解决.类型⑹的积分则已在例 6.4.10 
中通过递推公式解决了.因此,原则上说，有理函数不定积分的计算已 
经解决.我们同时还证 明了： 有理函数的不定积分（原函数）均可由初 


(u 2 + 1) 


等函数表示. 

例 6.5.2 根据例6.5.1，有 


2 x 2 + 2 a ; + 13 

(x — 2){ x 2 + 1) 


dx 


x + 2 


3 x + 4 

( x 2 + 1) 


dx = 


dx — 


dx 


2 


2 


x _ 2 


(6.5.2) 


右端三项分别计算如下 


dx 


In la : — 21 + C \ 

I 1 * 




x — 2 


x + 2 


2 


dx =- 


dx 


2 


- ln ( x 2 + 1) + 2 arctanx + C ; 


2 


/{^ w rf(x2+1)+4 / 


3 x + 4 

( x 2 + l ) 2 


dx =- 


dx 


2 


( a : 2 + 1) 


2 


3 


x 


+ 4 r 


dx 


2x 2 + 1 + 2 


2 a : 2 + 1 


a: 2 + 1 


2 x 


3 


+ 2 arctan x + (7. 


2x 2 + 1 

把这三项的结果代入上式后得到 

2 x 2 + 2 x + 13 

(x — 2)( x 2 + 1) 




3 — 4 x 

2( x 2 + l ) 


dx = In 


— 4 arctan x — 


2 
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§6.6 可以化为有理函数积分的积分 


ax + (3 

^yx + S 


的积分 


6.6.1 R 


n 


工， 


考虑以下积分的计算 


ax + (3 

7 ^ + (5 


R 


dx . 


n 




其中 n 是自然数， R ( x , y ) 是二兀有理函数，即 R { x , y ) 是由 x 和 y 通 

过加减乘除四则运算而获得的一个表达式（称为二元有理函数).为此, 
只须作替换 


ax P 

jx + S 


n 


就可以把它变成一个有理函数的积分了.事实上，这时 

n <5 i n_1 (a — jt n ) + n (5 t n — 

(a — yt n ) 


5 t 


P 


n 




X ) — 


,dx — 


dt 


2 


a — jt n 


故积分 


ax + (3 
jx + S 


R 


dx 


n 


x ， 


nSt n ~ l (a — 7t n ) + n ( St n — /?)7尸一 1 

(a — jt n ) 2 


dt 


是个关于 i 的有理函数的积分. 

例6,6,1 考虑以下积分的计算 


dx 


dx 


2 


(x — l)(x + 1) 


3 


令 t 


，贝 IJ 


t s + 1 


-6 t 2 dt 
( t 3 - l ) 2 


dx = 


x = 


t 3 — 1 ， 
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故 


i + 2 
t -1 ' t 2 +t + l 

2 亡十 1 


a : + 1 dx 


_ 3 dt 

1 , 尤 2 十 t + 1 

( t -1) 


—1 


3 


dt 


x — 1 : r + 1 


+ Vs arctan 


+ C 


=—In 


V 3 


2 


2 


上式右端是 t 的函数.为了得到以: C 为自变量的函数表达式，必须将 
上式右端的表达式中的 f 以 


代入之 


R ( x , yjax 2 + bx + c ) 的积分 


6 * 6.2 


今计算积分 


R ( x : v ax 2 + 6 ;r + c)dx 


首先，假定二次多项式 < m ; 2 + 6 ;t + c 无重根，不然，或 V ax 2 + bx + c 

只取虚数值，或 V ax 2 -\-bx + c 成为一次多项式.在二次多项式 ax 2 + 
bx + c 无重根的假设下，我们分三种情形讨论上述积分. 

⑴设 a > 0,作替换 


ax . 


这时 


2 


X = 


+ 6 

-\fcit^ H™ 6t + C\J~^ 

< 2 i j \fcit + b 
yfo^ bt ~\~ Cyfcb 

(2\Zat + b) 


dt 


dx = 2 


2 


作此替换后，积分 


R(x : \Jax 2 + 6x + c)dx 

成为有理函数的积分了.积分后的结果应以 t = y / ax ^ + bx + c+^ix 

代入之. 
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( ii ) 设 c > 0,作替换 


这时 


2 y/ct — b 


X — 


a — 


yfc ^ — bt ~h Cly/c 


~t 2 


a 


— bt -\~ d^/c 

(a — ^ 2 ) 


dx = 


dt 


2 


作此替换后，积分 


成为有理函数的积分了.积分后的结果应以 t = 
代入之. 


X 


( iii ) 设二次多项式 ad +6 X + C 有两个不相等的实根 A 和 




2 


+ bx + c — a(x — X)(x — 〆 )• 


ax 


作替换 


有 


2 


— dfi + At 

t 2 — a 


x = 


a(A _ fxjt 

t 2 — a 


2d(/i — X)t 


— 


dt . 


2 


作此替换后，积分 


R ( x ^ v ax 2 + bx + c)dx 


成为有理函数的积分了.积分后的结果应以艺= 


代入 


x — A 


之, 
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以上三种替换都是瑞士数学家 Euler 提出的，它们分别称为第 

第二和第三种 Euler 替换 . 

例 6.6.2 为了计算积分 


dx 


作第一种 Euler 替换 


x 2 ± a 2 = t — 


工， 


有 


±a 2 — t 2 


士 a 2 + 1 2 


dx — 


dt. 


x = — 


2t 2 


2t 


故 


dx 


6.6,3 i?(sinz ， cosa:) 的积分 


R(smx,cos x) 型积分总可以用替换 t = tan (: r/2) 把它变成有理函 

数的积分.这时 


2 tan(x/2) 

1 + tan 2 (a:/2) 1 + 尤 2 ， 

1 — tan 2 (s/2) — 1 — t 
1 + tan 2 (a;/2) 1 + f 2 ’ 

dx = 


2t 


sinx = 


2 


cosx = 


2dt 


1 + 亡 2 


故 


2t l-t 2 \ 2dt 

l+t 2 ? r+i 2 Jl+i 2 


H(sin cos x)dx = I R 


¥ 


例 6.6.3 为了计算积分 


dx 


smx 


作替换 t = tan(z/2 )， 则 

1 十卢 2 冶 

~~2t T+^ 


dx 


dt 


x 


— —In 1 1 1 0 = In t&n + C 


2 


sinx 
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虽然替换 i = tan ( o ;/2) 总可以把上述积分变成有理函数的积分. 

但以下情形可以用更简单的替换算出 积分： 

( i ) 若 i ? 满足关系式 R (- u , v ) = — R ( u , v ), 则有另一个二元有理 

函数使得 


R(u ， v) = Ri(u 2 ,v)u. 


这时 


J Ri ( sin 2 x , cos x ) sin xdx 


R ( sinx ^ cosx)dx 


2 


x , cosx ) o?cosx 


Ri(l 


— cos 


所以替换 t 

( ii ) 若 jR 满足关系式 R ( u , - v ) = - R ( u , v ), 则有另 一 个二元有理 
函数丑2,使得 


就可以把积分化成有理函数的积分了. 


= COSX 


i ?( n , v ) = R2 ( u , v 2 )v 


这时 


J i?2 (sin x , cos 2 x ) co 


i 2( sinx , cosx)dx 


sxdx 




x = i ? 2 ( sina :，1 — sin 2 x)dsinx 


所以替换 i = sinx 就可以把积分化成有理函数的积分了. 

( iii ) 若 i ? 满足关系式 R (— u , — v ) — R ( u , v ), 则有另一个二元有理 

函数丑3,使得 


U 


2 


R ( u ， v ) = Rs 




V 


这时，作替换 t = tanx 后，便有 


(tan x ， cos 2 x)dx 


i ?( sin : r , cos x)dx 


_ 


dt 


dx = I R3I t . 


Rs tanx ， 


2 


1 + t 2 J 1+t 2 


1 + tan 


x 
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7反常积分 




在数学或物理问题中，有时我们会遇到不属于上面定义过的积分 
范畴内的定积分， 例如： 


(6.7.1) 


dx 


或 


( 6 , 7 . 2 ) 

积分（ 6 . 7 .1)的积分区间是无限区间，积分（6.7. 2 )的被积函数在积分 
区间内是无界的.这样的积分都已超出了我们己经定义过的积分的范 
畴.鉴于这种不寻常的积分（称为反常积分）在数学或物理问题中经常 
出现，有必要对它们专门进行研究. 

定义 6.7.1 设/ : [ a , oo ) — R 对于任何6 > <2在 [ a , b ] 上是可积 

的，若极限 


dx 


L = lim / f ( t)dt 


存在且有限，则称反常积分 


f ( t)dt 


收敛，并记 




f ( t)dt = L 

若上述极限不存在或极限等于±00,则称反常积分发散. 

定义 6.7.2 设/ : ( a , 6] — R 对于任何 c e ( a , 6) 在 [ C ，6] 上是可 
积的，而/在 a 的任何小邻域内是无界的.若极限 


(6.7.3) 


lim 






L = lim 


d+0 


存在且有限，则称反常积分 


f ( t)dt 
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收敛，并记 


b 


b 


mdt = l 




(6.7.4) 


lim 

c—a+0 


a 


c 


若上述极限不存在或极限等于 ± oc , 则称反常积分发散. 

上述两种反常积分是两种典型的反常积分.以下的反常积分 


b 


f ( t)dt = lim 




CL — ► 一 OO 


a 


和 


c 






lim 

c—>6—0 




a 


a 


可以类似地处理.应该注意，有时我们会遇到上述这四种反常积分之 
外的积分.但它们往往可以通过上述这四种反常积分表示出来.例如 
(6.7.1) 中的积分便是，但它可以看成 


0 


2 


2 


2 


—X 


—X 


—X 


dx — 


dx + 


dx . 


e 


e 


e 


o 


其中右端第二项是定义 6.7.1 中的反常积分，右端第一项可以像定义 
6.7.1 中的反常积分类似地定义.又如积分 ' 


X _ 1 ^ — t 


dt . 


e 


o 


其中 0< a ;< l ， 可以看成 


t x ~ 1 e~ t dt = 


X — 1 


X — 1 




dt + 




e 


o 


o 


上式右端第二项是定义 6.7.1 中的反常积分，右端第一项是定义 6.7.2 

中的反常积分. 

例 6.7.1 积分 


x p dx 


0 


当 p > 0时是可 积的； 当 P < 0时，它是不可积的，因为这时被积函 
数在[0, 1] 上无界.但作为反常积分，当 P > -1 时它 收敛； 当 P < -1 
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时它发散.这是因为当 -1 时有 


1/0 + 1)，若 p > — 1， 

若 P < - 1 . 


1 - s p+1 


x p dx = lim 

5—0 


lim 

5^0 


1 


oc , 


1 时有 


而当 


p 二— 


1 


dx — lim (In 1 — InJ ) - =+ oc . 

5—0 


lim 


X 


例 6,7.2 积分 


x p dx 


作为反常积分，当 p < - 1时它 收敛； 当 P > - 1时它发散,这是因为当 
p # 一1时有 


1/0+1)，若 p < - 1， 

若 p > -1. 


狀+ 1 - 1 




x p dx = lim 


lim 


p + l 


5 


oo , 


当 p = — i 时有 


5 


x~ x dx = lim ( In 5 — In 1) = oc . 


lim 


5 


5 


下面我们讨论反常积分的性质.积分区间无限与被积函数无界的 
两种反常积分的性质相仿,我们只讨论积分区间无限的反常积分的性 
质,被积函数无界的反常积分的对应性质留给同学自己去补出.同学们 
也容易发现,反常积分的许多命题在级数理论中有相应的命题，且证法 


雷同， 


命题 6.7.1 设/和0是定义在区间 [ a ， oc ；) 上的实值函数,对任 

pOO 

f ( x)dx 和 I g ( x)d 


在上可积,且反常积分/ 

J a 

皆收敛，则对任何 e R ， 反常积分 ( Af ( x )+ Bg { x )) dx 收敛，且 


何 b > a ， /和 p 


x 


( Af ( x ) + Bg ( x))dx = A I f ( x)dx + B j g { x)dx 
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证这是定义 6.7.1 和命题 6.2,4 的直接推论 
命题 6.7.2 设/是定义在区间匕 00) 上的非负实值函数，对于 

任何 b > a 7 f ^ [ a , b ] 上可积，则反常积分/ f ( x ) dx 或收敛，或 




f{^)dx 


lim / 


在后一种情形，常记做 


f ( x)dx = 


证在/取非负值时，函数 


F(x) 




是不减的，因而 


时， F 或趋于有限极限，或趋于无穷大 
命题 6.7.3 设/是定义在区间 [ a , oo ) 上的实值函数，对于任何 

z ， /在上可积，则反常积分 




f ( x ) dx 收敛的充分必要条 


件是 


P 


f ( x)dx ( £ 


We > 03 K e RVa > K \ f (5 > 


a 


证这是函数极限的 Cauchy 收敛判别准则（定理 3.6.5 V 的推 


论 


□ 


推论 6.7.1 设/和 5 是定义在卜 oo ) 上的实值函数，对于任何 
S 它们在 [ a ，6] 上可积，而且对于任何 a ， 有 \ f ( x )\ < p ( x )， 贝 lj 


g ( x)dx 收敛 


f ( x)dx 收敛. 


证因为 




Va G [ a ? co ) V /? G ( a , oo ) 


\ f ( x)\dx ^ / g ( x)dx , 


由此可知，推论 6.7.1 是命题 6.7.3 的直接推论 
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例 6.7.3 我们已经遇到过的反常积分 


t x ~ 1 e~ t dt 


r ( x ) = 


0 


在> o 时收敛.这是因为 


—1 ^ — t 


1 


X _ 1 _ — t 




t x 


dt + 


x — 


dt = 


e 


e 


o 


o 


右端第一项的被积函数在 t = 0附近（当 ; r < 1时）无界，但因 f > 0 


时， 


^ t x ~\ 


X — 


而反常积分 


t x ~ l dt 


0 


在 x > 0时是收敛的，由推论6,7.1，反常积分 


X — 1 


e^dt 


0 


—lg—1/2 


在 x > 0时收敛.又因 t 


时，产 


0,所以，当 t 充分大时， 


— OO 


― > 


广 1 e — 亡| < t x ~ l e ^ i/2 


— 1/2 


—1/2 


< e 


e 


而 


b 


b 


t/2 dt = lim - 2 e — t/2 


= 2 e _ 1/2 , 


lim 


e 


b 


所以反常积分 


x —1 


e^dt 


收敛.这个反常积分定义了一个（自变量为; r 的）函数 r ( x ), 称为 r 
数 (也称第 二类型 Euler 积分). 它是我们遇到的初等函数以外的第一 
个函数 . r 函数是瑞士数学家 Euler 首先加以认真研究的. 

由反常积分的定义和积分的分部积分公式与换元公式，我们有 

命题6.7.4(反常积分的分部积分公式） 设函数 F 和 G 分别是 
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函数 f 和 g 在区间 [ a , 00 ) 上的原函数，又设/ fGdx 在 [ a , 00 ) 上 

J a 

收敛，对于任何？> > a ， pF 在 [a,b] 上可积，且极限 lim F(b)G{b) 

6 —>00 

F ( cyD ) G ( oc ) 存在，则反常积分/ g ( x ) F ( x)dx 存在，且 


a 


g(x)F(x)dx = F(oo)G(oo) — F(a)G(a ) — 


f(x)G(x)dx t (6.7.5) 


a 


a 


证让定积分的分部积分公式 


g(x)F(x)dx = F(b)G(b) - F(a)G(a) — 


f(x)G(x)dx 


a 


a 


中的 b 


便得 （6,7.5) 

命题6.7.5(反常积分的换元公式）设^ [ a ， oo ) — I 是可微的， 
且导数《在 [ a , oo ) 上连续，/ : J — R 在 J 上连续， 4>{ oo ) = lim 4>{/3) 




— oo , 


/3 


存在，且下式右端的反常积分收敛，则下式左端的积分或反常积分收 


敛，且 


0 ( 00 ) 


/ o - （ v)du 


(6.7,6) 


f{x)dx = 


沴 （ a ) 


ot 


证在定积分的换元公式 


0⑼ 


/3 


/ o • <p f (u)du = 


f(x)dx 


必 （ a ) 


a 


中，让 A 


便得 （6.7.6). 

例 6.7.4 设 ： r > 1，由例 6.7.3 和反常积分的分部积分公式， 




一 U 


r(a：) = 


t x 


dt 


e 


0 


x—2 


-1 


e^dt 


(x — l)t 


=t x 




e 


0 


0 


(x- l)T(x - 1) 


(6.7.7) 




这是 r 函数的一条重要性质.又 


oo 


e— l dt = 


-t 


r ⑴ 


— e 




0 


0 
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用数学归纳原理，由 (6.7.7), 我 们有： 对于任何自然数 


n, 


r ( n ) = (n — 1)!. 


(6.7.8) 


r 函数是只定义在离散的自然数集 N 上的阶乘函数 （n - 1)! 在 （0, oc ) 
上的连续（将来可以证明可微）的延拓. 

推论 6.7.1 告诉我们，一个对于任何6 > &在 [ a , 6] 上可积的函数 


/有 


\ f ( x)\dx 收敛 


f ( x ) dx 收敛 




但逆命题并不成立.下例可以说明这一点. 

例 6.7.5 设 


smx 


当 x > 0时, 


x 


f (工) 




当 i = 0时， 


oo 


今考虑积分 


f { x ) dx 的敛散性 


0 


注意到/在 


0处连续，积分/ f ( x ) dx 收敛，因此只需研究 


X 




0 


oo 


积分/ f ( x ) dx 的敛散性.对于任何 R > 1 ，我们有 


R 


R 


R 


cos R 


sin x , . _ 

- ax = cos 1-=； 

x R 


cost , 

—— rdx 


f ( x)dx = 


X 2 


因 


1 cosR 

cosl — 丁 


lim 


=COS 1, 


R 


又 


cosx 


Vx > 1 




2 


2 


X 


X 


〒血收敛 


~ dx 收敛，故反常积分 


且反常积分 


X 
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smx 


另一 方面， 积分 


dx 发散.这是因为 


X 


(n+l)?r 


(k + l)7T 


smx 


smx 


E 


dx = 


dx 


x 


Ak+l)n 几 

I I sinx\dx = y 

h 




( A ： + 1)7 T 


(k + 1)7 T ’ 


smx 


时，右端趋于无穷大，故积分 
关于非绝对收敛反常积分敛散性的判别问题将在习题中研究 


当 


dx 发散 


§6.8 积分在几何学，力学与物理学中的应用 


6.8.1 定向区间的可加函数 

定义 6.8.1 设 [ a , 是有界闭区间, 2：: [ a ， fe ] x [% 6] — R 是一个 
[ a , h ] 上的定向区间的可加函数，即它是满足以下条件的 函数： 


Va ，/?，7 e [a ， 6 ]( ： I(a ， 7 ) =I(a,(3) +1(/3, 7 )), 


( 6 . 8 . 1 ) 


例 6.8.1 如下定义的 3： : [ a ，6] x [ a ，6] — R 是 [ a ，6] 上的定向区 
间的可加 函数： 


/3 


Z ( a ，/?) = 

其中/是 ( a , b ] 上的 Riemann 可积函数 

由 (6,8,1), 对于任何 a e [ a , 6]，有 


f (工) dx ， 


T(a ? a) = X(a, a) + X(a, a), 


故 


X(a, a) = 0 


相仿地，有 


T ( a ，/?)= ―耶， a ) 
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命题 6.8.1 设 Z 是一个上的定向区间的可加函数，且有 
[a, b] 上的实值 Riemann 可积函数/，使得 


V[a, (3} C [a, h] ( inf f(x)(/3 - a) ^ X(a,/3) ^ sup f(x){j3-a) 


ct(x‘(3 


( 6 . 8 . 2 ) 


b 


(6.8.3) 


X(a ? b)= 


f{x)dx 


a 


证因 / 在 [a ， 6] 上可积，对于任何 e > 0 ,总有一个分划 


XQ < X\ < …< x 


a 




n 


使得任何从属于这个分划的选点组 Ui，• ■ Me 都有 


b 


n 


f (X) dx _ - Xj-i) 


(6.8.4) 


< <e 


a 


记忘 ={ 《 1 ， •… 乂 n}. 由条件 （ 6.8-2 )， 有 

n n 


— A - i ) 


sup 

—i 


sup 




7 — 1 






n 


, Xj) = Z(a, b) 


(6.8.5) 


户 i 


和 


n 


n 


i? f S 

^ 7-1 i = l Xj ~ 1 


f{ij)i X 3 - X 3^l) 


inf 

(忘 j 


71 


^ =2[a ， b). 


( 6 . 8 . 6 ) 


由 （ 6.8.4 )， 我们有 

n 

^ 7 = 1 


b 


n 


f(x)dx ^ sup E ~ X 3~l)+ £ 

(6,8.7) 






a 


3 = 1 
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由 (6.8.5), (6.8,6)和（6,8.7)，有 


f ( x)dx — X ( a ^ b ) ^ 2 e . 


( 6 . 8 . 8 ) 


因上式中的 e 是任意的正数， (6.8.3) 得证. 

6 . 8.2 曲线的弧长 




假设一个质点在三维 Euclid 空间 R 3 中运动，它在时刻 i 的位置 
是 （ x ⑴， 2 /⑷， 2 ⑴) .[ a , 6] — > R 3 的映射7 : ^ ^卜⑷，1/⑷，冲 )） 称为曲 

线(或称道路).点 A 二 ( x ( a ) , y ( a ) , z ( a )) 和点 B = ( x ( b ), y ( b ), z ( b )) 分 

别称为曲线的起点与终点.若起点与终点重合，则该曲线称为封闭曲 
线-若对于任何 ti , G G [ fl , b ), 有 h 7 (^ 1 ) 一 7 (* 2 )， 则称该曲线 

为简单曲线. 


假设函数 a : ⑷和 z ( i ) 是三个在 [ a , bj 上有连续导数的函数，贝 !) 
以上曲线称为(一次）光滑曲线.对应于参数 <常称时间）的区间 [ a , P ] 
的曲线弧长 Z ( a ，/?) 定义为（定向）时间区间 [ a ^] 的可加函数,且满足 


条件 


inf 




^ sup 

a^t^/3 


由命题 6.8 山我们有以下的关于三维曲线弧长的公式 


/( a , b ) = 


( 6 , 8 , 10 ) 


平面曲线 ( z ( t ) = 0的曲线）弧长的公式是 


(土⑴) 2 + ( y { t)) 2 dt 


/( a , b ) = 


( 6 . 8 . 11 ) 


命题 6,8.2 [ a , b ] R 3 的映射 

[a，/?] — R 3 的映射 7' : r h (f(T) ， ??(r) ， C(t)) 是两条光滑 曲线. 若有光 


( x { t ), y ( t ), z ( t )) 和 


7 : t 


I ~ > 
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滑映射 Z : [ a ,/3] — > [ a , b ]^ 使得 t ( a ) = a ， t ( j 3) = byr G [ a ^]( t f { r ) > 0) 
且 y 


t , 则两条光滑曲线的弧长相等. 


= 7 


证由 （6.8. 11)，条件 7' 

( x ( t ), y ( t ), z ( t )) 的弧长是 


t 和积分的换兀公式，曲线7 : t 


(i ⑴) 2 + ( y ( t )) 2 + ( z ( t)) 2 dt 


0 


( x ( t ( r ))) 2 + ( y ( t ( r ))) 2 + (z {t ( r ))) 2 t f ( r ) d 


P 


(3 


上式右端恰是曲线 Y 

命题 6.8.2 告诉我们，曲线7 


的弧长 




T I ~> 


( x ( t ), y ( t ), z ( t )) 的弧长只取决 

于映射 j ( x ( t ), y ( t ), z ( t )) 的像 j ([ a , 6]), 与映射的参数表示无关. 


6.8.3 功 


设作直线运动的质点在: r 点处所受的力是 F ( x )， 我们认为功 
是个定向区间的可加函数，并满足 条件： 


inf F ( x)(P — a ) ^ A ( a ^ P ) ^ sup F { x ){(3 — a ) 




由命题 6.8.1， 我们有 


A ( a , b ) 


F ( x)dx 
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(2) / (1 + ^/ x) A dx 


(1) / (ao + a\x + + anX n ) dx ; 
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dx 


dx 


{x — a) k ’ 


x — a 


(5) J e^ x dx\ 


(6) J sin mxdx\ 


dx 


dx 


⑺ 


d 2 + x 2 ’ 


⑽ / 


dx 


⑼ 


sin mo: sin nocdx; 


(x _ g) (x — b) 1 


sin 2nx 


(11) / ― : - dx; { 提 本 ： sin 2nx = 2sinx cos(2fc — l)x. 


sm x 


A:= 1 


sin(2n + l)x 

sinx 


2 


X 


( 12 ) 


(13) 


dx 


xdx] 


e 


In 


cos xdx 

1 十 sin 2 x 


x 


(14) / —dx^ 


x 


(16) J tan xdx\ 


dx 


(17) 


^4 2 sin 2 x + cos 2 x ’ 


dx 


dx 


(18) 


(19) 


sm x cos x 


cosx 


dx 


dx 


( 20 ) 


(x 2 + a 2 ) 2 ， 


dx 


； ( 提示：在减号时，作替换 


cosht , 加号时该作什么 


x = a 


替换 ？) 


dx 


2 


0+bsin 2 <p.) 


(a<x< b); ( 提 示: 作替换 


(23) 


x = a cos 


(24) f In xdx', 


axctan xdx 


X 


(26) 


xdx m 7 


cos xdx; 


arcsm 


e 


4z; 4 + 4;r 3 + 16x 2 + 12a; + 8 


dx 


(28) 


dx; (29) 


(x + l) 2 (ac 2 + 1) 


2 


dx 


; (提不：用替换 f = tam ) 


(30) 


a + btan x 


2 


dx (0 < r < 1 ? —7r < x < 7r); ( 提不：用替换 


(3% 

t — tan(x/2)_) 


2 


1 — 2r cos x r 
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dx 


(\a\ / |6|, -7r < x < rc);[ 提示：用替换 i = tan 舌 . 


+ 5 COS X 


2 


a 


dx 


( 提 示： 设法把它化成题 （ 32) 中的积分 .) 


a + fe cos a: + c sin x ’ 


dx 


e 


(34) 


(35) 


dx; 


\/ x(l + ^/ x ) ’ 


+ 1 


(36) / 々 a 2 — x 2 dx (I 工 I 彡 a); 


2 . ⑴假设实值函数 / 和 5 在有界闭区间 [a,b] 上均可积，则对于闭区间 
[a, 6 ] 的任何分划 


b 


a = xo < xi < - — < x 


我们有 


1/( 工） 一 f(^j-i)\\g(^)\d^ < Xj-1), 


j=l ux j-l 


j=l 


其中吣 

的 “ 振幅”，而 M = sup 1 ^(^)!； 


f(x) 表示函数 / 在小区间上 

i ] 


/㈤ 


inf 


sup 

G [工 j — 1 j 1 




xE：[xj 


-1 


X 


a ^ x^b 


(ii) 假设实值函数 / 和 g 在有界闭区间 [a,b] 上均可积，则对任何 e > 0, 
有 5 > 0, 使得闭区间 [a,b ] 的任何分划 


< 3 Cri 


a = xo < Xi < 


■ ■ _ 


(x k - Xk^i) < S , 便有 


只要 


max 

1^ fe^n 


^2 / |/(x) - fixj-^Wgix^dx < s; 


j=i 


( 提示：利用⑴及定理 6 丄 3.) 

(iii) 假设实值函数 / 和 g 在有界闭区间 [a, 6] 上均可积，贝 !1 


b 




E /一) / 

知=1 a 


f(x)g(x)dx 


g(x)dx; 


lim 

(x fc -x fc „i)^0 


max 

l^k^rt 


x k — 1 


( 提示：利用 (ii)0 
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(iv) 假设实值函数 / 和 g 在有界闭区间 [a,b] 上均可积，记 

G{x ) = 


g ⑴成 


则 


f{x)g(x)dx 




f(x k )]G(xk) + G(b)f(x n ^i ) ; 


lim 


max 

1 


( 提 示： 利用 （ m) 及 3.7 节题 16(i) 中的 Abel 变换 .） 

(v) 假设实值函数 / 和 g 在有界闭区间 [a, 61 上均可积，且 / 在有界闭 g 
m [a, 6] 上非负又单调不增，则 


m/(a) ^ / f(x)g(x)dx ^ M/(a), 


其中 


inf G(x)^ M = sup G(x), 

a^x^b 


a^x^.b 


G 的涵义如 （ iv) 中 所述； 

( 提 示： 利用 (iv).) 

(vi) 假设实值函数 / 和 5 在有界闭区间 [a, 上均可积，且/在有界闭区 
间 [a,b] 上非负又单调不增，则 


3^ G [a, b] 


f(x)g(x)dx = f(a) / g(x)dx ; 


( 提 示： 利用 （ v), G 的连续性及介值定理 .） 

(vii) 假设实值函数 / 和 p 在有界闭区间 [a, 6] 上均可积，且/在有界闭区 
间 [a, 6] 上非负又单调不减，则 


3^ e [a, 6] 


f(x)g(x)dx = f(b) / g(x)dx ; 


( 提示：作换元 y = — 工，并利用 (vi).) 

(viii) 假设实值函数 / 和 p 在有界闭匡间 [a, 6] 上均可积，且/在有界闭 
区间 [a,b] 上单调（不增或不减 )， 则 




3GM1 


f{x)g(x)dx = /(a) / g(x)dx-\- f(b) / g{x)dx . 
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(提示：把 （ vi ) 或 （ vii ) 的结果用到/ ㈤ — /⑻或/ ㈤ - /⑷上去 .） 

p 

注 （ vi ) 和 （ vii ) 的公式称为 Bonnet 公式， ( viii ) 的结论称为第 二中值 定理 . 

3. 试证以下的 Dirichlet 判 别法： 设/和 p 是定义在区间 [ a , oo ) 上的实 
值函数，它们在任何有界闭区间 [ a ，6] 上可积.若 


3M € RV6 € [a, oo) 


f { x ) dx \ < M ， 


又 g 单调且 


lim g ( x ) — 0, 

: — ^OO 


则积分 


f ( x ) g ( x)dx 


汷敛. 


(提示：利用命题 6.7.3 和题 2( viii ) 中的第二中值定理 •） 

4. 试证以下的 Abel 判别法： 设/和 S 是定义在区间 [ a , oo ) 上的实值函 
数，它们在任何有界闭区间 [ a ，6] 上可积.若积分 


f { x)dx 


收敛，又5单调且有界 


3L G RVrr G [a, oo)(|^(x)| ^ L), 


则积分 


f ( x ) g ( x)dx 


收敛 


(提示：令 3i ( x )^ g ( x )- 把题3的结果用到函数/和上0 

5.设 {/«} 是有界闭区间 M 上定义的一个可积函数列，且在 [ a , 6] 上一 
致收敛于 [ a , b ] 上的可积函数 /. 试证： 


fn(x)dx = / f(x)dx. 


lim 
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6.设 { f n } 是闭区间 [ a , b ] 上定义的一个可积函数列，且在 [ a , b ] 上级数 
E U 一致收敛于上的可积函数 /. 试证： 


f { x)dx — ^2 I fn ( x)dx 


注在题5与题 6 中都假定了（序列极限或级数和）函数/的可积性.事 
实上，这个假定是多余的，因为作为可积函数序列的一致极限或可积函数级数一 
致收敛的级数和一定可积.这完全可以通过定理 6.1.3 去证明.同学们可以自行 

补出证明的细节. 

7. 试证：⑴级数 _ 


E 


J n(x + n ) 


在闭区间 [0,1] 上一致收敛. 

(提示：先证 Va : G [0, \}{\ x / n{x + n )| ^ l / n(n + 1)).) 


( ii ) 极限 


E 


lim 


-—— Inn 


7 = 


k 


存在.这个 7 称为 Euler 常数. 


i — 1 Tl— 1 广 1 

E [ ln(fc + 1 ) -\ nk ]= / 

e :=1 k=l Jo 

设 {fn} 是在区间 [ a , 6] 上的一个有连续导数的函数列，且满足以下条 


提示 ： In 


- - dx . 


n = 


8 . 


件 


( i ) 3 ce [ a ,6] X ： f n ( c ) 收敛 

\n—l 

( ii ) Y1 fn 在 [ a ，6] 上一致收敛于函数分， 


则级数 


E 众 ㈤ 

S [ a ? b ] 上收敛于一个有连续导数数/，且/ = 5. 


提示：用题6的 结果， 得到 


以 t)dt = ^2[ U ( X ) - / n ( c )] * 


Vx G [ a , b ] 


g { t)dt = 


9, （1) 设 / 和 g 是两个在闭区间 [ a ,6] 上有直到 n +1 阶的连续导数的实 
值函数，试证以下 Darboux 关于分部积分公式的 推广： 


301 


b 


( x)dx = f ( x ) g ( n \ x ) - f [ x ) g {n ^ 1) { x ) + … 


(n+1) 


mg 


b 


b 


+(—iy7( n) (x ) 5 ⑻ +( - 1) 


{ x ) g { x ) dx . 


n+1 


a 


(提示：关于 n 用数学归纳法 .) 

(2) 设 a ： > ()• 

( i ) 试证： 


—xt 


e 


^ Uk {X) + Rn {x), 


-—— dt = 


0 


k ^=0 


其中 


(-1)4! 


u k ( x ) 


fc = 0，. 


• , n ， 


k + 1 


X 


(- l) n+1 (n + 1)! 

x 71 ^ 1 


—xt 


e 




dt ; 


(1 + t ) n + 2 


o 


( ii ) 试证 


Uk+l(x) 

Uk (x) 


lim 


k 


( iii ) 试证: 


^ k+i (工) 

U h {x) 


lim 


= 0; 


JC-^OO 


( iv ) 试证 


(n + l)!e 

2n+2/^n+l 


( n + 工) ! . 

n+2 ， 


— 3 ： 


(\ R ^( x )\ < 


X 


(V) 试证 


lim Rn (^) = oo ; 


( vi ) 试证 


lim Rn(x) = 0* 


— xt 


e 


注具有性质 （ ii )，( iii )，( v ) 和 （ vi ) 的展开 （ i ) 称为积分 

时余项趋于无穷大，但当 


f — ^的渐 


0 


近 展开. 它的主要特点是：虽然当 
佘项趋于零.因此，只要 z 充分大，渐近展开式⑴是计算积分 


时， 


X — ^ CX) 


—xt 


e 


— t dt ^ 

很好的近似公式，而且只需取很少几项（常常是2,3,4,5 m 就得到误差很小的 
近似公式.例如， 


0 


3 


— 1CH 


e 


， J 2 Uk ^ 


- ——出 = 0.09156 … 


0.091 心 




1 + 4 


0 


fe =0 
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(3) 试用 （1) 中的 Darboux 推广的分部积分公式去求以下积分的渐近展 


开 


e 


dt . 


l-ht 

10 .设/是在闭区间 [Xo , x ] 上有直到 n +1 阶连续导数的实值函数， 试证: 

f {n) M 


0 


r 。尸+… 


/'( 工 o) 


n 


(x — Xo ) 


(x — Xo ) + 


/㈤ = fM + 


n ! 


1! 


X 


(n+1) 


{ t)(x — t ^ dt . 


+ 二 


n ! 


怎 0 


所得的公式称为带积分余项的 Taylor 公式.试由带积分余项的 Taylor 公式推 

出带 Lagrange 余项的 Taylor 公式. 

(提 示： 在题 9(1) 中让 
注虽然我们可以通过带积分余项的 Taylor 公式推出带 Lagrange 余项的 
Taylor 公式，但带积分余项的 Taylor 公式的成立要求/是在闭区间 [ xo , x ) 上 
有直到 n + 1阶连续导数的实值函数，这个要求比定理 5.4.4 中的要求强. 

次 Legendre 多项式是由下式定义的 n 次多项式： 

1 d n { x 2 - 1) 

2 n • Tii 


t , g 二 （x — t ) 71 后便得 ,) 


b = x 


a = xo , 




1 L 


n 


n 


Xri (*^) = 


dx 


n 


试证 


⑴当 n 为奇数时， Xn 是奇函数，当 n 为偶数时， Xn 是偶函数; 
( ii ) X n ( x ) 有下述表达式： 


d k {x^ir (T^jx-l ) 71 

dx n ~ k 


71 


n 


rE 


Xn { x )= 


dx k 


2 n 


k 


n \ 


k=0 


因而 / n ⑴ = H (- l ) = ( 一 1) 

(提示：用 Leibniz 公式 （5.4.8)•) 

( iii ) 设 y = (;r 2 — l ) n ， 则 （$ 2 — 1) * ?/ = 2 nxy ] 

( iv ) Legendre 多 项式义 n 满足 Legendre (常微分）方程 

(x 2 — 十 2x • — n(n + l)X n = 0; 


n 


(提示：用 （ iii ) 和 Leibniz 公式 （5.4.8).) 

( v ) Vm € {0, 1， • • 


1}(^ 




m ) 


0 ； 


，n - 




■ 
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( vi ) Legendre 多项式的正交性： 设 n / m ，Wl 


X n (x)X m (x)dx ^0 

l 


(提示：用 （ v) 和题 9 ⑴的 Darboux 推广的分部积分公式 .) 
(vii) [ X^(x)dx = 


2 


2 n + 1 、 

(提 示：用 （ v ) 和题 9(1) 的 Darboux 推广的分部积分公式 .) 
( viii ) 可以被 X 0 ，X 
都可以被 X 0> Xl ,---, X n 线性 表示； 

( ix ) 设 


一 1 


, X n 线性表示.由此，任何次数< n 的多项式 


■ 


1? ■ 


■ 


xXn = ao^n+i + 十 a2X n -.\ + " ■ + a n ^iXo ： 


则 W 


= 0 ; 


^ U3 = 0,4 ~ ^ 


= 1 


xX n X k dx = 0，又 : 与叉 n 的奇偶性相反. 


提示： Vfc < n -2 


(x) (ix) 中的 a 0 = 

(提 示： 比较 （ ix ) 中等式两端 

(xi) (ix) 中的 a 2 = 


2 n + 1 ’ 


n+l 


的系数 .：> 


X 


n 


2 n + l J 

(提示：比较 （ ix ) 中等式两端 x = 1 时的值 .) 


(xii) Legendre 多项式满足以下递推公式 


+ l)^n+l ~ " (2n + \)xX n + TiX n —\ = 0, 


由此得到 


2 


35 x 4 - 30 x 2 + 3 


3 x 2 — 1 


5 a: — 3 x 


X 0 = 1 , Xi =x,X 2 = 




i ^3 = 


8 


2 


2 


(xiii) Legendre 多项式的母函数 定义为 G(x,a) = Xn(x)a n , 我们有 


Tl— 0 


G ( x , a )= 


(提 示： 设右端展成以下形式的 a 的幂级数 


^2Y n (x)a 


n=0 
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先证明该幂级数的零次及一次项的系数恰是零次和一次 Legendre 多项式： F 0 = 
X c 和 Yx = Xi . 然后证明 


(x - a )^2 


2 


)^ nY n a 


n — 1 


(1 — 2 xa + 


a 




n=0 


n—1 


由此得到关于的递推公式恰与的递推公式一致 .) 

( xiv ) 相关 Legendre 函数 定义为 

X ^( x ) = ( l ^ x 2 ) 


/2 d m X n ( x ) 


dx 


其中 m < n , |: c | < 1，贝 ll 


2 


dX^(x) 


d 


m 


(1 一 x 2 ) 


^( x ) = o ； 


+ n{n + 1) 




1 — X 2 


dx 


dx 


d rn X ri ( x ) 


满足方程 


提示： 先证函数 v ( x ) 


dx 


2 


) v f { x ) — 2 (m + l ) xv f ( x ) + ( n(n + 1) — m(m + l )) t ?( x ) = 0, 


(1 


— X 


( xv ) 以下递推公式成立 

dX ^ ( x ) 


mx 

1 — X 2 


m+1 


C ⑻; 


㈤ — 


n 


dx 


( xvi ) 以下递推公式成立： 

dX ^( x ) _ (n + m)(n — m +1) 


mx 


o )+ 


\rTTL / \ 

(X). 


2 


dx 


l — x 


(— l) m (n + m )! 

2 n n ! (n — m )\ 

12. 对一切非负整数 m 和 n ， 计算以下的定积分 


d 




(x 2 —l) n . 


提示： 先证 


dx 


7T 


sin mx sin nxdx ; (提不：用积化和差 ■) 


— 7T 


7T 


nxdx \ (提示：用积化和差 .；) 


( ii ) 


cos mx cos 


一 7T 


7T 


nxdx ; (提示：用积化和差 .). 


( iii ) 


sm mx cos 


— 7T 


tt/2 


sin (2 m — 1) 

sinx 


x 


( iv ) 


dx 


o 
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sin(2m — l)x 

2 sinx 


提示：用恒等式 -+ E cos 2kx 

么 k^l 


. 这个恒 等式可让两端 


同乘以 2 sin ^ 并利用积化和差公式获得, 


2 


丌/2 


sin nx 




dx ; 


sinx 


o 


2 


sin nx 


提不：用 （ iv) 和 f 旦等式 ^2 sin (2m — 1) 

m= 1 


后者可让两端同 


X = 


_ 


smx 


乘以 sinx 并利用积化和差公式获得. 


/2 


xdx ] 


VI 


cos 


o 


(提示：参看方程 （ 6.4.7).) 


7r/2 


n 


(vii) 


xdx ； 


sm x cos 


o 


(提 示： 寻求递推公式，用归纳法 .；> 




27 vin(x — a ) 


2 丌 im (: r — a) 


dx . 


exp 


exp 


vm 


L 


L 


L 


13 . 试证 


(2 n)!l 
(2n + l )!! ； 


(1 — x 2 ) n dx = 


⑴ 


o 


(提示：用替换 x = cost.) 


(2n — 3)!! 

( l ^ x 2 ) n (2n - 2)!! 2 

(提示：用替换 x = cot t .) 

( iii ) Vt ^0 ((l + f ) e -' < 1); 

( iv ) V:r 一 0( max{l 

(提示：利用 （ iii ).) 


dx 


7T 


(ii) 


o 


0 } < e ~ x2 < (1 + t 2 ) _1 ); 


2 


一 X , 


(v) 反常积分 / dx 收敛; 


o 


(2n)H 

(2 n + 1)!! 

(提 示： 利用和 (iv).) 


(2n-3)!! 

(2n-2)!! 2, 


2 


7T 


—nx 


(Vi) 


dx < 


< 


e 


o 
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(2 n )!! 

(2 n + 1) 

(提 示： 利用 （ vi ) 并作适当换元0 


(2n — 3)!! 7 r 

(2 n -2 )H 2 ； 


e_ x dx < \Jn 


< 


dx = 


vm 


2 


(提不：用 （ vii ) 及 Wallis 公式 (6,4.8).) 

注 （ viii ) 中的积分常称为 Euler - Poisson 积分，有时也称为 Gauss 误差 

积分.它在概率论和调和分析等数学分支中有用. 

14. 设 / : [ a , b] x [ c , d] — R ，/ : (x,a) ^ /( x ， a ) 是 [ a ，6] x [ c , d] 上的二 

元连续函数，其中和 [ c , d] 是有界闭区间，则函数 




f(x^ a)dx 


是 [ c , d] 上的连续函数. 

(提 示： 用题5的结果 .） 

注所谓/在 ( x , a ) 处是二元连续函数，是指/满足以下 条件： 对于任何 
0,有3 > 0使得 


> 


V(y,/5) e [a,b] x [ c , d] ( y /{ y - x ) 2 + {(3 - a ) 2 <5^ \ f ( y , P ) - /( x ， a )| < e ). 


15. 设函数 / : [ a , 6] x (a — e, a + ^ R ? / : (x, p) i— > /( x ，/?) 是 [ a , x 

( a-£,a + £ ) 上的二元连续函数，其中 e > 0, [ a , 6] 是有界闭区间.又设当 a : 
固定时， f ( x , j 3) 作为/?的函数，在 （a - e，a + e ) 的任何点处是可微的，它的 
导数（又称关于的偏导数）记做 你真 最后假设，当/3 
月>，/?)(作为 z 的函数）在 [aj 上一致地收敛于 A ( x ， cO . 在以上假 设下， 函数 


时， 


9(P) = / f(x,p)dx 


在/? = a 处可微，且 


J a 


p’(a) = 


(提 示： 利用 5.8 节题 22.) 

16. 设/ : [ a , b] x [ c , d ] — ^ R 是二元连续函数，贝 ！ J 
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f(x, a)dx 


/(x ， a)dot ) ■ 


d<x 


dx 




(提 示： 设法证明，对于任何 y e k ， d ]， 有 


f(x^ a)dx 


f(x,a)da . 


da 


dx 


为此只须证明，左右两端在 2/ = c 时都等于零，且左右两端关于 y 的导数存在 
且相等，这里要用题15的结果). 

注有时，为了书写方便，以上积分中的括号可省去，故结论中的等式可写 


成 


da I f[x, a)dx = 


dx I f(x, a)da. 


IT . 设 / : [a ， oo) x [c, d) — V R ? / : (x,a) i— ► /(x ， o:) 是 [a, oo) x [c, d) 上的 

二 元连续函数，其中 [a ， oc) 和 [c 3 d) 是右开左闭区间.若以下三个条件得以满 


足： 


( i ) 反常积分 


/(x, a)dx 

关于 a e [c, d) 是一致收敛的，换言之,对于任何 a G [c, d) ? 该积分收敛，且 


Ve > 0372 > cNz> Kiot G [c, d) 


f(x, a)dx < e ; 


( ii ) 极限 lim f(x,a) = p (; r ) 在： c 的任何有界区间 [ a , 6] (对一切 6 G 

a , oo )) 上是一 

( iii ) p 在 [ a ， oo ) 上可积， 


则 


g(x)dx = lim 


f(x ， a)dx. 


d-0 


提示：用题 14 的结果和以下关系式 


g(x)dx — 


/(ar ， ot)dx 


g(x)dx 


f(x, a)dx\ + 


g(x)dx — 


f(x ， a)dx 
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18,设 / : [ a , oc ) x (a — e , a + e ) — R ， / : ( x ^ d ) ^ /( x ，5) 是 [ a ， oo ) 

(a - e , a + e ) 上的二元连续函数，其中 e > 0, [ a , oo ) 是左闭右无界区间.又设 

⑴当 ; r G [ a ， oo ) 固定时， /(; r ， <5)作为 J 的函数在 （a - e，a + e ) 上是可微 

的.为了方便，我们 约定： 在任何点 ( a - e, a + e ) 处， f ( x , 6) 关于第二个变 

* S 的导数（又称 f ( x ,8 ) 关于 <5的偏导数）记做 f ^( x , S ), 后者作为（心(5)的 
二元函数在 [ a ， oo ) x ( o ^ — ct + ^)上连续； 

( ii ) 反常积分 


x 


f 2 { x ,5 )dx 


关于 <5 € (a - q a + e) 是 一 致收敛的； 

( iii ) 对一 1 切 5 G (a — e , a + e ), 反常积分 


/(工， S)dx 


5W = 


收敛 


+ 5) 上可微，它的导数由以下公式表示 


在以上假设下， P ⑷在 （a 


_ OC 


f f 2 { x ,5) dx . 


= 


提示： 利用题 15 的结果得到以下关系式：对于任何2 e [a,oo) 与任何 

(3 €： (a — £：， a 十 e), 


f2 〈 x ， u)dx 1 du 


f ( x , 8 )dx — 


再让上式中 

19. 设 / : ja，oc) x [c ? d ) — R 在 [a，oo) x [c， 上是二元连续函数，且反常 


z — v oo. 


积分 


/( x , a)dx 


关予 o ： e [ c , d ] 是一致收敛的，贝 1 J 


d 


d 


dx f f ( x , ot ) dot . 


/( x ， a)dx 


da 


(提示：从题 16 的结果出发，用题 5 的方法证明 ,) 
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注在第10章建立了更一般的积分理论后，题 14—19 的结论可以在更弱 
的条件下加以证明.我们在这里介绍这6道题，是为了下面的题中马上要用到 
它们，也为了让同学熟悉一致收敛的概念. 

20. 设 / : [ tx ， oo ) x [ c ， d ] — R 是 [ a ， oc ) x [ c ， d ] 上的二元连续函数，若 

( i ) 反常积分 


/( x ， a)dx 


关于 a G [ c , d \ 一致收敛； 

( ii ) 函数 g (： C ， Q ：) 是的单调函数； 

( iii ) 3 L 6 RV ( x , a ) € [ a , oc ) x [ c , d ](\ g ( x , a )\ ^ L ), 

则反常积分 


f ( x , a ) g ( x , a)dx 


关于 a € [ c , d \ 一致收敛_ 

(提 示： 用第二中值定理（题 2( viii )).) 

21. 试证： 

⑴关于 a £[0, oc )， 反常积分 


sin x 


— OCX 


J ( a )= 


dx 


一致收敛，因而， J ( a ) 在 [0, oo ) 上 连续; 

(提 示： 利用第二中值定理 .） 

( ii ) 在点 a > 0处， J ( a ) 可微，且 


— OtX 


sin xdx =— 


e 


1 + a 2 } 


(提示：利用题18证明第一个等式，再用题 1(28) 的方法求上式中的积分 .) 

( iii ) J ( oo ) = lim J ( a ) = 0; 

(提示：利用 f 170 

( iv ) 对于 a > 0, 


J { a ) = — — arctana ; 


2 


sinx T 7T 

- dx = — • 


( v ) 


2 
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22. 我们想用另外的方法计算题13中的积分 


2 


— 32 


dx . 


e 


o 


试证 


一 ㈤ 


⑴ j = 


dt (u > 0); 


e 


u 


o 


2 


2 t 2 


( ii ) J 2 = 


—u 


du 


dt ; 


e u 


e 


o 


o 


一 （l + t 2 )u 2 


7T 


( iii ) J 2 


dt 


udu 


e 


4 


o 


o 


) 


IV 


2 


—a 2 x 2 —26x 


2 


( v ) 


dx — 


e 


-— e 


a 


(提 示： 用配方法 .) 

23•设 


2 


2 


2ix 


l dx = 2 


J(t)= 


—X 


cos (2 xt)dx 


e e 


e 


o 


试证 


( i ) I \ t ) = 


2 


2 


提示: I f { t )= -2 


—x 


sin (2: rf ) da ;, 而 I ( t )=- 


2 xe~ x dsin (2 xt ) 


2 xe 


o 


o 


dl 


( ii ) 






T 


( iii ) I (0) = v ^ r ； 

( iv ) I ( t ) = v ^ re - * 2 ; 

( v ) 对自然数 n ， 有 


2 


(2 i ) 


cTe- 


n 


2 


2ix 


t dx 


e~ x x e 


n 


dt 


7T 


24. 试证 


—t 


e 


( i)r 


Vi 


2 


0 
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(提示：作换元 t = u 2 .) 


3 


(ii) VnG (NU{0» r n+ - 


n —— 


2 


2 


2 


2 


(2n — 1)!! 


2 n 


(提 示： 利用 （ i ) 的结果和等式 (6.7.7).) 

25. B (读做 beta ) 函数 (也 称第一类型 Euler 积分） 定义为 

B ( a , fe )= / 

Jo 


(1 — x) b ^ 1 dx, 


a 一 1 


X 


其中 a ,6>0. 试证： 

( i ) B 函数当 a , b >0 时有定义（即上述积分收 敛); 

( ii ) B ( a ,6) 


y 


dy ; 




(1 + y )°+ 6 


o 


y 


提示： 作换元 


X = 


1 + y 


:、 r ⑷ 


a— 1 


v dy ; 


111 


y 


e 


t a 


o 


(提示：把 r 函数的积分表达式中的积分变量 x 换成 
(iv) r(a + b ) 


a— 1 


= t a 一 1 y a + b ~ 1 e ~ ( lJ ^ t ) v dy ; 


(l + t ) a + 

(提 示：把 （ iii ) 中的 a 换成 a + b ， t 换成 1 +1.) 


b 


0 


a— 1 


a+b~l-(l+t)y 


Q — 1 


( v ) r(a + b ) 


dt = 


dy dt ; 


y 


e 


(i+t ) a+6 

r ⑷ r ( b ) . 

r(a + 6) ’ 

提示：利用 （ ii ) 和 （ v ) 
( vii ) 对于 a ，6 > 0,有 


0 


0 


0 


( vi ) B ( a , b )= 


( 


?r/2 


a 


b-l 


a 


xdx = -B 


sm 


xcos 


2,2 厂 


2 


o 


特别，对于 a > 0, 有 


tt/2 


V^F r(a/2) 

l~r((^+i)/ 2 ) 


a 


a— 1 


xdx = -B 


sin 


2 、 2 


2 


o 
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再用 （ Vi ) j 


提示：作替换 

26. 试证： 

⑴设/是 [0, 1] 上的有直到 2m + 1 阶连续导数的函数，其中 m e Z+. 我 


u — smx 


们有 


B 2k 

_ 


_ + /( l)]-E 


(2fc-l) 


f{^)dx = - 


㈤ 


2 


0 


釦=1 


0 


(2m+l) 


石 2m+l (^)/ 


(x)dx; 


(2 m + 1)! 


o 


提示： 利用题 9(l)(Darboux 推广了的分部积分公式)，让其中的 g ( x ) = 
B n { x ), 关于 Bernoulli 数和 Bernoulli 多项式的定义及性质，请参看 5.8 节题 

20,21 

4 


( ii ) 设/是 [ a , b ] 上的有直到 2 m + 1阶的连续导数的函数，其中 m e Z +， 

<6, 我们有以下的 Euler-Maclaurin 求和公式： 

/ ⑻ = y* f{x)dx + •[/ ⑷ + /(&)] + 它 

fc — Qt fc -—1 

( x ) dx ^ 


a , h e 


,a 


6 


(2Jfe-l) 




b 


(2m+l) 


万 2m+l 1 工 ) f 


(2m + 1)! 


其中 Vx e H(B n (x) = Bn(x - [a:])); 


b 


6—a—1 ra+k+1 


提示 


E 


二 0 J o + Aj 


( iii ) 当 z > 1 时，以下积分收敛 


B k {xy 


dx; 


x 


提示： 利用 Cauchy 收敛判别准则，并注意到以下不等式 


B k (x) 


x~ z dx. 


dx ^ sup \Bk(x)\ 

1 


X 


B 3 (x) 


b 2 1 


( iv ) ^2 Ink — In xdx = - Inn + 


dx 


+ - 


3 


2 


2 


3 A 


x 


X 


A:=l 
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n 


B 3 ( x ) 


( v ) Inn ! — nIn n — - Inn + n = 1 + — 

丄 Z 


dx ; 


+ 






3 


2 


3 


x 


n 


( vi ) 以下极限存在且有限 


- 1/2 


n 


—n 


lim n!n 


e ； 


( vii ) 有常数 Aen , 使得当 


时， 


n oo 


An n + l / 2 e ~ 


n 


!〜 An n+l/2 


—n 


P lim 


e 


n 


n ! 


( viii ) A = \/27 r ； (提示：利用 Wallis 公式 (6.4.8).) 
( ix ) 以下的 Stirling 公式成立：当 


时， 


n —► oo 


! ~ V27rnn 


n —n 


ni 


e 


注参看 5,8 节题 3 a 


Si(x) 


n 


n 


dx 


1 


n 


(x) E r = 


dx ; 


1+- 


+ : 




2 


k 


2 


n 


x 


x 


A:=l 


( xi ) 以下的极限存在且有限 


n 




lim 


n—►oo 


k—1 


是我们已经见过面的 Euler 常数, 


常数 7 w 0.577215664901 

注请与题7的⑻比较. 

27. 试证：⑴对于 x > 0,我们有 




n 


n 


-1 


t X 


r(x) = lim 


dt \ 


n 


o 


(提 示： 利用 5,8 节 2 3 题 （ iii ) 和题 I 7 的结果 .） 

n!n 

x(x + 1 ) …(: c + n ) ’ 

(提 示： 用题9⑴的 Darboux 推广的分部积分公式 .) 
( iii ) r 函数的 Gauss 表示式：对于一切3； > 0,有 


n 


n 


x 


x^l 


⑻ 


dt = 


t 


n 


o 
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X 


n m 


r(x) 


lim 


x{x + 1) … + n) ’ 


X 


n ni 

x(x + 1) - — (a: + n) 


(iv) In 


In x -f Inn! + n + a:Inn 


x — 






2 


r ? M d t 

Jo X + f 


+ n + - \n(x + n) 


x 






2 


n 


X 


X 


In 1 + 二 


In $ — In 


1 + — 


x + - 


X — 




2 


2 


n 


n 


r 碰啉 

Jo ^ + t 

提示：用 Euler-Maclaurin 求和公式计算 E \n(x + j), 

J = 1 


n 


+ ln 


n n+l/2 e - 


n 


n 


Biit) 

x + t 


dt= + 其中 

j -0 


71 


(v) — 


0 


i + y 


5 ㈤ = 二比 


1 ， y = 




2x + 1 ， 


2 y 




r 哑啦 

Jo ^ + t 


n— 1 


^rrh 


提示 


E 


• dt. 


j=0 Jo 


(vi) g(x) < 




12a; 12{x + 1) ’ 


2k 


2 


y 


y 


提示 ： 0 < g(x) = — [In 1 + 2 / - In 1 - y] - 1 = X] 


< - 


2fc + l 31 - y 2 


2 y 


k=l 


厂 < 

Jo T + 亡 


1 


(vii) 0 < —/i n ( 工 ) 


I ^ >0; 






(viii) 下面的 r 函数的 Stirling 公式成立：对于任何 : r > 0 ,有 


— I In a: — a; + In y/2iv — lim R n {x ) ， 


lnr ( x )= 


x — 


2 


其中 R n ( x ) 满足 （ vii ) 中的不等式，换言之，有 0 ⑻ e [0, i ] 使得 


x-1/2 


$(x)/12x 


—x 

e e 


TTX 
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e 


试 证 ：⑴ n 


e 7 ? 其中 7 是 Euler 常数（参看题 26( xi ) 和题 


28. 




1 1 + — 


n 




1/n 


e 


m 




提示 ： n 


i 1 + l/n 

( ii ) V ( x ) 有如下表示式: 


m + 1 


1 + 一 


r ㈤ 4 n 


n 


， x > 0; 


X 


1 + 


n 


n 


m mi 

x{x + 1) … + m) 


提 示：上 n 


X 


X 


m 


1 + - 


n 


x 


n 


—rc/n 


( iii ) 


1 + — e 


，工 > 0. 


— G 


T(x + 1) 

(提亦：利用⑴和 （ ii ).) 

29. 设/ : R — R 是 R 上的实值函数，它在任何有界闭区间上 Riemann 
可积，且 Vx e R(/(x + y ) = f { x ) + /( y )). 试证： 


n 


Va : e R (/( 工） = /(1)工) + 


(提 示：由 4.5 节题 9( i )， 只需证明 / 连续便可 以了. 由方程 f{x + y ) = 

f( x ) + f(y) 出发，证明： 


a:+z 


z /( x ) = 


f ( y)dy 


f { y)dy — f { y)dy 




0 


0 


0 


4.5 节题 9 的其他小题也有相应的条件减弱的结果 0 

30. Hermite 多项 式定义如下： 


2 d n e ^ 


H n ( x ) = (― 1) 


n = 0,1，… 


e 


dx 


试证 ：（ i ) Hn (工）是 n 次多项式; 

( ii ) H n { x ) 有如下表示式： 
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(一2 i ) n e x 


2ixt 


H n ( x ) 


dt 


t 




^/tt 


(提恥 用 23 题 ( v )0 

( iii ) 对于任何两个不相等的非负整数 n 和 m ， 


H n {x)Hm{x)dx — 0; 


提示：不妨设 n > m . 先证等式 


d n e — 

dx n 


H n ( x ) H m ( x)dx = (- l) n 




然后分部求积. 

注这个结果称为 Hermite 多项式的正交性.请与 （ vii ) 的结果联系起来 


记 


( iv ) Hermite 多项式的母函数定义为 


H n ( x ) 


G { x , r ) = E 


n ! 


我们有 


2xr — r 


G { x , r ) 


=e 


* 

1 


(提示：先证 


2咖-作冶， 


G{x,t) 




然后用题 23( v )0 

( v ) 由 （ iv )， 有 


[n/2j 


(― l ) fc n ! 
k\(n — 2 k ) 


Hn(x) = Y, 


fi — 


『(2: r ) 


( vi ) 由 （ v )， 有 


cTHnix ) 


dx 
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( vii ) 我们有 


2 


d n e 


—X 


2 


Hn ( x)dx = 2 n n \\ fK \ 


一 x 


71 


H n (x)Hn(x)dx = (—1) 


e 


dx 


n 


( viii ) 当 a ; 固定时， 


dG 


— (2 x — 2 r)G = 0; 


dr 


( ix ) i /„+ i ( x ) — 2 xH n ( x ) H - 2 nH n - i ( x ) = 0, 

( x ) 当 r 固定时， 


1，2,…; 


n = 


dG 


子 一 = 0; 


dx 


( xi ) H f n {x) = 2nHn-i{x), n 

( xii ) H n + i ( x ) - 2 xH n ( x ) + H f n ( x ) = 0, 

( xiii ) H ^( x ) — 2 xH ; n ( x ) + 2 nH n ( x ) — 0, n = 0,1，2,…; 

( xiv ) 我们有 


1 ， 2 ,…; 




1，2, …; 


n = 


H n ( x ) H n i y ) 


-l/2[2xyr-(x 2 +y 2 )r 2 ]/(l-r 2 ) 


E 


(1 —r 2 ) 


n 


r 


e 




2^71! 


n =0 


(提示：先证 


x 2 +V 2 


oo 


H n ( x ) H n ( y ) 


- {s 2 +t 2 )^2iys+2ixt-2st 


e 


E 


n 


r 




r 


e 


2 


n 


n 


7T 


n=0 


再用 22 题 ( v ).) 

31. ( i ) 设 t # fc?r (fc = 0, 士1，土2, . …），试证 


2 


x 


In j sinxj = In \ x \ + In 

71^1 


n 2 7r 2 丨 ’ 


(提示：用 4.5 节题 14( viii ).) 
( ii ) 试证：级数 


2 M 


E 


n 2 7 r 2 — M 2 


n>M/ 


7T 


收敛; 


( iii ) 设 ; r / fc?r ( A : = 0, 士1，土2, * • •)， 试证: 


1 


2 x 


cosx 


+ E 




x 2 — n 2 7 T 2 ’ 


smx 


x 


n=X 
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(提 示：对 ⑴两端求导，应检验求导的合法性，要用⑼及 Weierstrass 优 
势级数判别法，即定理 4.4.3.) 

( iv ) 设 x / k 7 r(k = 0, 士1，士2, ■. .)，试证： 


1 


COSX 




= - + 


X + n7T 


smx 


X 


X — 717T 


( v ) 设 ： c / 土 (2 fc — l ) 7T / 2(fc = 1，2, • ■ •)，试证 


smx 


E 


2 n - 1 


2 n-l 

——-- 7T 


cos；r 


x 一 


7T 


2 


2 


cos ( a : — 7r / 2 ) 
sin ( a : — 7r / 2 ) 

( vi ) 设 o : # fcTr ， fc G Z , 试证： 


smx 


提示 


cosx 


2 x 


E(-d 


+ E(-i) 


n 


n 






2 — 7l 2 7T 2 


X + 717T 


Sin 3 ； 


X 


x — nir 


x 


x 


_ 1 cos ( o ;/2) sin ( ic /2) 
2 sin ( x /2) + cos ( x /2) 

( vii ) 设 a : # dz (2 k — l )7 r /2, k = 1，2, . _ 试证： 


提示： 利用等式 


smx 


E 


2 


^ \ (x ~ nir ) 2 (x + n 7 r ) 2 J • 


2 


X 


sm x 


(提 示：对 （ iv ) 中展式两端求导 _) 

注将 ( vii ) 的结果与 4.5 节题 14( viii ) 比较 
32. 设空间曲线7 : R — R 3 的参数方程是 


冲) 


7(0 


y(t) 




z ( t ) 


假设7⑴是三次连续可微的，且 

(t 0 ,T)(iy(t)i 


Vt G 
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3 X 9 


因点 7 ( io ) 到点7⑷之间的空间曲线7 ： R ^ R 3 的弧长是 

/ h f {u)\du, 

J t Q 

故由反函数定理,参数 t 可表成弧长 S 的函数： t = t ( s ). 空间曲线1 : R — R 3 
可以由弧长 s 作为参数表示出来，把它记做/3 : [0, 5] 9 


s { t ) = 


(3( s ) e R 3 , 其中 


( t ⑷) 


戸 （ s ) 


7 




( i ) 试证： \/3 f { s )\ = 1. (5 ( { s ) 是曲线过点 (3( s ) 的单位切向量，记做 T ⑷= 


,3’( s ) 


( ii ) 试证：/3" ㈤ 丄 〆㈤ .假若 (3 n { s ) ^ 0, ^{ s )/\ f 3 ft { s )\ 称为曲线在点 
I 3( s ) 的主法向量，记做 N ( s ) = (3 ,, { s )/\(3 ,, { s )\. k { s ) = 1/3" ⑷ I 称为曲线的曲 
率 ,( 试与 5.8 节题29比较 

( iii ) B { s ) = T ( s ) x N ( s ) 称为曲线在点 队 s ) 的次法向量‘把 T ( s )， N ( s ) 
和 B ( s ) 看成列向量，构筑以下的 3 x 3 的正交矩阵 


O ( s )^ [ T ( s ) N ⑷ B ( s )} 


试证： 矩阵 O ⑷ T CT ⑷是反对称 矩阵： 有三个实数 


<^2, a 3 G R , 使得 


ai , 


0 


— ^3 CL2 


[ T ； ( 5 ) ^( s ) B ^,)] = [ T (^) N ( s ) B (^)] 


0 


a 3 


-ai 


0 


— d2 d\ 


( iv ) 试证 ：（ iii ) 中的 a 2 ( s ) = 0, a 3 ( s ) = fc (5) .记 ai ( s ) — r ( s ), 并称 r ( s ) 

为曲线在点风 s ) 的 挠率. 

( v ) 试证以下的 Frenet-Serret 公式： 


0 -k 0 


[它⑷ N ' ⑷ B f ( s )} = [ T ⑷ N ⑷ B ⑷] 


0 


0 


0 


或用矩阵的列向量表示 


T = fcN , 

N 7 = -fcT + rB ? 
B ' = - rN . 
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( vi ) 假若空间曲线的方程是（5.8.4)，其中参数£未必是弧长，但假设 Y ( t ) 
和7〃 ⑴对于任何 t 都线性无关.试证： 


7’ = rT ， 

= t/T + ^N ， 

= 


7 


〃 


7 x 7 


( vii ) 假若空间曲线的方程是 (5.8.4), 其中参数 i 未必是弧长，但假设 Y ( t ) 
和7〃 ⑷对于任何 （ 都线性无关. 试证： 


7 


T = 


ItT 


〃 


7 x 7 


7 


〃 


N = 


B x T ， 

7, x 7〃 


k = 


in 3 ’ 


det 卜 W 〃] 


x 


33 .设 / 是定义在闭区间 [ a ，6] 上的非负连续函数.三维点集 


{x = (a ； i,X2,x 3 ) eK 3 : Xi e [a,b],xl + < (/( 尤 i)) 2 } 




e [ a , b ], 0 ^ X2 ^ /( n )} 绕 A 轴旋转 


称为 / 的下方图形 {( x u x 2 ) en 2 
而得的旋转体.它在 ( a , ( 3 ) G [ a , b ] x [ a , b ] 对应的区间段上的体积 V { a ,( 3 ) 是定 


: Xi 


义6.8_1意义下的定向区间的可加函数，且应满足条件 


冗 (/ ㈤ ) 2 (0- a ) • 


V [ a ，/3] C [ a , b}i inf ^ 7 r { f { x )) 2 (/3 - a ) ^ V ( a , p ) ^ 


sup 

aje[a,/3] 


由命题 6-8.1, 


b 


7 r ( f ( x )) 2 dx , 

( i ) 试证： 半径为 i ? 的球的体积是 ( 4 tt / 3 ) R 3 - 

( ii ) 问：双曲线 


Vb = V { a , b ) 


y 


b 2 


^Exe [-C, c]，c > 0 上绕; r 轴旋转得到的旋转体的体积= 


? 
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( iii ) 问： 双曲线 


2 


2 


y 


X 


b 2 


2 


a 


在 y G [6, c]，c > 6 > 0 上绕 y 轴旋转得到的旋转体的体积 =? 

( iv ) 问：抛物线 


y = kx 2 + I 


在 ; r e hc ? c ], OQ AM x 轴旋转得到的旋转体的体积= 

( v ) 问： 抛物线 


? 


2 


y = kx + l 

在 2/ e [ Z , c]， C > Z 上绕 2/ 轴旋转得到的旋转体的体积 =? 

34•在平面上给了直线段 


工 2 ( 怎 1 ) = 虹 1 +6， c ^ xi ^ d 


假定 


c ^ xi ^ d ==> X2 ^ 0. 


中学数学课中就己讲过；以上直线段绕 A 轴旋转而得的旋转面（圆锥台的表面) 
的面积是 


设/是定义在闭区间 [ a , b ] 上的非负连续函数 . R 3 中的二维曲面 


{x =(工 1 ，工 2 ,工 3) G R 3 : G [ a , 6], 


x%+xl = f ( xi )} 




称为 / 的图像 {( cci , ac 2 ) € R 2 ： xi e [ a , 6], 0 ^ x 2 = /( xi )} 绕 x ! 轴旋转而得 
的旋转面 S . 它在 ( a , P ) G [ a , 6] x [ a , b ] 这一段上的面积 4( a ,/3), 直观上可用 
相应的许多圆锥台的表面之和的极限表示之，是定义 6.8.1 意义下的定向区间的 
可加函数，且应满足 条件： 对于任何 [ a ,/3] c [ a ，6]， 有 

inf 2 丌/⑻ yjl + {f f {x)) 2 {^ - a) ^ A(a, (3) 

xe[ck 7 0\ 


xe[ot,p] 


由命题 6.8,1 ， 旋转面 S 的面积 


b 


27 r /( x ) \/1 + { f f ( x)) 2 dx 


As = 
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35,我们先介绍关于渐近展开的概念，它是法国数学家 H . Poincare 首先引 


进的 


定义 6.9.1 函数列 {<pn(z)}(n = 0,1，2,…）定义在复平面的集合 O 上, 
是的一个极 限点. 我们称函数列 Wn(z)}(n = 0,1,2,-..) 是一个当 
z 0 (z e Q ) 时的一个渐近列，假若 


Z0 


咖 n ㈤ ))■ 

定义 6.9.2 函数 /( Z ) 和函数列 { fn ( z)}(n = 0,1,2,-..) 定义在复平面的 
集合上 ，如是 D 的一个极限点.（收敛或发散的）级数£ f n ( z ) 称为函数 

n— 0 

^ zo(ze n ) 时的，相对于渐近函数列 {<Pn(z)} 的一个渐近展开，假 

之0 (之 G /?) 时， 


Vn > 0( 当; 2 ? — ^ 之◦时， ( p n + i ( z ) — 


m 当 


若当 




N 


f ( z ) = ^2 M z ) + 之 )）• 


VN^O 


n=0 


这时，记做 


f (^) ~ ^2 fn ( z ), { pn }， 当 


时 


Z ^ Zo 


若 fn(z) - ⑷，对一切 n ， ‘是 （复）常数，则称上述渐近展开是 Poincare 

.型的. PoincaM 型的渐近展开常简称为渐近展开，这时，记做 


f ( z ) ~ ^2 M z ) 


又若渐近展开是 Poincare 型的，且 ^ pn ( z ) = ⑷) An ， 对一切 n ， A n 是（复）常 

数，则称上述渐近展开是幂级数型的. 

试证以下的 Watson 引理： 

假设/是满足以下两个条件的定义在 (0 } oo ) 上的 函数： 

( i ) 当0 < 尤< a 时， 


亡 [(m+o ： )/r] — 1 


期 = E 


a 


其中 a >0， r >0 和 a 是 常数; 
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( ii ) 存在常数 iC 和6,使当 * > a 时，有|/⑷ | < Ke b \ 则当 A 

下 Poincare 型的渐近展式成立： 


时，以 


— ^ oo 






F ( A ) 


A 




提示： 先行证明以下命题：对于任何自然数 M ， 有常数 i ^， 使得 


M-1 


(M+a)/r 一 1 6t 


(m+a)/r— 1 


Vt 6 (0, oo )( ，/ ( t ) - ^2 arnt 


< K^t 


e 


然后将它代入 F ( X ) 的表示式便得所要求的渐近展开 . 

36. 今考虑积分 


6 


/( A ) = / < p ( x ) e ~ Xh ^ dx 7 

J a 

其中 a 和6允许取正负无穷大.我们假设以下四个条件成立 


inf [ ft ( x ) —/ i ⑷] > 0); 

xG[a+5,o) / 


( a ) V <5>0 


( b ) 有 rf > 0,使得 Zi ' b ) 和 w ⑷在 （ a , 岣内 连续； 

+ 0时，以下三个 ( Poincare 型的）渐近展开式成立 


㈦ 当 


x a 


h ( x ) ~ h ( a ) + a s (x — < 2 ) s 十' 


5 = 0 


ip{x) ~ ^2 办 〆 工一 a) 


S + Qt— 1 


s=0 


h ’⑻〜 X) 


5+/1 —1 


a 3 (s + fjb)(x — a ) 


s=0 


其中常数 M > 0,而常数 a 可以是复数，但汾 a > 0,还假设 a 0 > 0, bo ^ 0; 

( d ) 当 A 充分大时，积分 /( A ) 绝对 收敛. 


试证 


(0有。€(%6)，使得 


T 


Xh(x) 


Xh{a) 


f ( t ) e _ M dt ， 




dx = 


e 


o 


其中 r = / i ( c ) 一 h { a ), 而 / 是 （ o ， r ] 上的连续 函数： /⑴ = ^/ h ^ x )； 

(提示：利用换元 ： t = h ( x ) - / i ( a ).) 
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( ii ) 记* = / i ( x ) — h ( a ), 有以下形式的渐近 展开： 当 t — 0+时， 


E 

3=1 




a 3 t 


x — a 


rsj 


并计算出右端前三个系数 


(ll + 3) a ? — 2 uaoa 2 
a 3 = -- - - 

2 " 2 a 

> 0)，有 一串匕 （s = 0,1，…)，使得 


ai 




0.2 —— 


1+2/^ i ， 


2+3/m 


" a O 


0 


( 提示：由二项级数展开（注 意: 


ao 


i/m 


N 


i/m _ 




( x — a ) a 9 (x — a ) 3 + o((x — a ) N ) 


Mx ) - h ( a )] 




3 = 0 


N 


(x — a ) ^2 ^( x ^ a Y + 0 (( 工- °) N ) 


3 — 0 


由反函数定理便得渐近展开 .） 

( iii ) 当 t — 0+时，以下渐近展开式成立 


/⑴〜 


(3 + a-^)//i 


3 = 0 


(提示：将 （ ii ) 的结果代入 （ i ) 中/的 定义： /⑴= ip { x ) ih f { x ).) 

( iv ) 当 A 


时，以下渐近展开成立 


C 


s + a 


c 3 


ip(x)e~ Xh ^dx 


— 入 /l ⑷ 


5 ：r 


~ e 


》（ 3+a)//i ’ 




a 


s =0 


(提 示： 根据 Watson 引理，将 （ iii ) 的结果代入 （ i ) 的结果 .) 

( v ) 设 A 0 是 A 的这样一个值， /( Ao ) 绝对收敛，又设 


jnf [/ i ( x ) —/ i ⑷]， 

C $ X <0 


C — 


则对于任何 A > Ao , W 


b 


Xh(a) 


cp ( x ) e~ Xh ^dx ^ e 


—e 入一入 0[e+/i(a)] 


-Xoh(x) 


I 咖） l e 


dx ; 


e 


e 


C 


C 


( vi ) 当 A 


时，以下渐近展开成立 


oo 


5 + a 


c 3 


-Xh(a) 


Er 


/( A ) 


~ 6 


入 (3+a)/M 




^=0 
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注 (vi) 中的结论称为积分的 Laplace 渐近公式. 
37 ♦设 h(x) 

⑴ 试证： 


ln(l + x) 


2 


3 


4 


X 


X 


X 


Vx G [0, 1) h(x) 


2 3 4 




(ii) 试证：当 A 


时， 


2 1 1 

2x/a 3A12V2 A 3 / 2 


7 T 


7 T 


— A/i(aj) 


dx 


e 


o 


和 


2 1 1 _ 

2 VX 3 A + 12 V 2 A 3 , 2 


7T 


丌 


Xh{ ~ x) dx 




e 




o 


(iii) 试证: 


n(A + i)= 


— Xh(x) 


Xh( ~ x) dx; 


X 


dx + 




e 


e 


e 


o 


o 


提示：在公式 


A 


r(A + i) = 


—u 


du 


u e 


o 


中作替换 


A(1 + x), 得到 


u 


r(A + 1) = e _A A A+1 


[(1 + x)e~ x ] x dx. 

i 

(iv) 试证： r 函数的以下的 Stirling 公式：当 A 


时， 


oo 


2tt 


-A ^ A 


r(A) 


A 


e 


r\J 


A 


12A 


(提 示： 利用 （ ii) 和 （ iii )， 并注意到 I> + 1) = xT(x).) 
38, 设 ; r G (0,1), 试证： 

(i) r(l — x) = lim 


1—a: 


n 


(1 — x)(2 — x) … （n + 1 — x ) 1 

(提 示：用 r 函数的 Gauss 表示式（题 27(iii))0 


n—►oo 


7T 


(ii) T(x)T(l-x) 




sm 7TX 
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提示： 先证等式 


n 


r (: c)r(l ~ x ) = lim 


2 


2 


n + 1 — a ; 


x 


X 


1 —— ^■77 


X 


2 2 


n 2 


然后，用 4.5 节题 14( viii ) 的结果. 

( iii ) 对于 | c | < 1，有 


tt/2 


7T 


tan c xdx = -F 


r 


C7T • 


2 


2 


2 cos 


0 


2 


( 提示： 利用题 2 5 的 （ vii ). 再用 ( ii ).) 

注（…中的等式称为 r 函数的余元公式 .由 r 函数的余元公式，易得 

r(i/2) = 1/7F. 

39. 设 a > 0, & > CL 试证： 

( i ) B ( a , a ) — 


r B 


a ; 


2 2 


2 


a 


h km 


( l - x ^ dx 中作替换 


a-1 


Vi 


提不：在公式 B ( a , a ) — 


x 


—— x = 


2 


2 


o 


(ii) r(a)r a+- 


2^T r (2a). 


2 


(提 示：利用⑴ 和题 25( vi ).) 

注 ( ii ) 中的等式称为 r 函数的 Legendre 倍元公式 .由 r 函数的倍元公 

式，也可得 r ( l /2) = ypK . 

40.设 


n 


(1 -z) 


X 


/n ( 工） — 


(n 二 1, 2, . • *). 


n ! 


试证 


( i ) \/x £ (0 ? l)Vn G N ( 0 < fn{x) < — I; 


2n 


n ^ CzX } ； 

9Vm 1—71 J 

( iii ) Vx 6 HV/c > 2 n (/ f ) ( x ) = 0); 

(/^ fe) (0) = 0 ); 


(ii) 3cf G Z fn{x) 




( iv ) < 


n 
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( v ) 对于一切 : r e R 和 一 切满足不等式 n ^ j ^2 n 的自然数），我们有 


3^3 




f + xg j ( x ) 1 


n \ 


其中&是个多 项式； 

( vi ) 对于一切满足不等式 n ^ j < 2 n 的自然数我们有 


^ ez ； 

n \ 


戍 )(0) = 


( vii ) 对于一切满足不等式 n ^ j < 2 n 的自然数 j ， 我们有 


fk 3) { l ) 




(提 示：因 fn(l — X ) = /n ㈤ ，故 fk j \l ~ X ) = (一 1 尸皮) ㈤ .） 

下面我们要证明： 7 T 是无理数.为此，只须证明 7 T 2 是无理数.我们用反证 

法.在以下的讨论中，总是假设 


a 


2 


彐 a , & eN 


7 T 


我们将从这个（反证法的）假设出发设法推出矛盾.记 




k =0 


在反证法假设下试证以下命题 


eN ); 


2n — 2k 


( viii ) Vfc € {0, 1 ，…， n 

( ix ) (7(0), G ( l ) G Z ; 

( x ) \/x 6 R 

( xi ) 记 


( G "( x ) 


2 


H - tt 2 G(x) 


fn ( x ) = 7 T 2?1+2 6 n / ri ( x ))； 


n 


7r a 




H n ( x ) = G f ( x ) sin ttx — ttG ( x ) costtx, 

H \ x ) — 7 v 2 a n fn ( x ) sin 

/ n ( x ) sin nxdx = G (0) + G ( l ) G 


则 


7TX ； 


a 




Xll 7T 


0 


提示： 先证 n 2 j: 


f n ( x ) sin nxdx = H ( l ) — H (0). 


a 


na 


( xiii ) Vx € (0,1) [ 0 < 7ra n f n (x) sin ttx < 


n ! 
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f n ( x ) sin irxdx < 


( xiv ) 0 < 


7T 


( xv ；) 当 n 充分大时，我们有 


f n ( x ) sinnxdx < 1 ? 


因而与 （ xii ) 矛盾. 

注 “7 T 是无理数”(即 7 T 不是某个整系数一次代数方程的根）的证明方法 
十分矫揉造作 ( artificial ) (关键是 G 和丑的设计 !). 但这在数论问题的证明中 
也许是属于最简单的一类证明. “7 T 是超越数”(即 “7 T 不是某个整系数代数方程的 
根”）的证明方法更为复杂，更为矫揉造作.它是 Lindetnann 在1882年完成 

的. “7 T 是超越数”的证得等于解决了二千年前古希腊留下的三大几何难题 之一: 
方圆作图问题， Lindemann 因此名声大振.这个结果的证明要用到复分析的知 

识，己超出了本讲义的范围.本讲义更愿意向同学们介绍在数学和其他科学中有 
广泛用途的数学工具. 

41.设/是区间 [ l , oo ) 上的单调不增的函数，且 Jkn f ( x ) = 0. 试证： 

( i ) 以下的级数与反常积分或同时收敛，或同时发^ 

E/M 和 / 

Tl= 1 1 

( ii ) 级数£丄当 P > 1时收敛，当 P S 1时发散； 

v ^ up 

( iii ) 级数£ 

n = l 

( iv ) 级数 f 




收敛,其中 a > 0; 


ln 1+ 


发散; 


In n ■ In In n 


收敛，其中 cr > 0. 


( v ) 级数 E 


Inn . (In 


n 


■ 


注 1 ( i ) 中通过积分的敛散性判断级数的敛散性的检验法称为 Cauchy 积 


分检验法. 

注 2 请与 3.7 节题 9 的凝聚检验法比较，它们几乎可以交替使用. 

42. 绝大多数的定积分是无法用 Newton - Leibniz 公式直接进行计算的，因 

为它们的被积函数的原函数不是初等函数或其他作过详尽研究的函数（所谓特 
殊函数).因而定积分的近似计算方法便成为十分重要的课题.最常用的方法是 
所谓的抛物线方法，又称 Simpson 方法.本题介绍这个方法的梗概. 
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( i ) 设 g 是定义在闭区间 [ a , b ] 上的四次连续可微函数.令 

(x — (a + b )/2 )(x — b ) 

(a — (a + 6)/2) (a — b ) 

(x — a)(x — b ) 

((d + 6)/2 — a)((a + 6)/2 - 6) 

, (x - a ) (x - (a + b )/2) 

( b - a )( b - { a ^ b )/2) 


P ⑷ 


P ( x ) 


g{{a + b )/2) 


9( b ) 


试证： P ( x ) 是满足以下条件的二次多项式 


尸⑷= g ⑷, P((a + fe )/2) = g (( a-h 6)/2)， P (6) = g ( b )^ 


( ii ) P ㈤ 如⑴中所述.试证 


b 


q + b 


— a 


P ( x)dx 


咖 ）+ 知 


+ 9{ b ) 




■ 


6 


2 


a 


Simpson 积分近似计算的第一个想法是用上述抛物线替代原来的被积函数 


6 


b 


<2 + b 


g ( x)dx « ^ g ( a )-\-4 g 


十⑻ 


6 


2 


a 


( no 光用上述抛物线替代原来的被积函数的想法，所得的近似值与原来的 
积分可以相差甚远. Simpson 积分近似计算的另一个想 法是： 将闭区间 [ a ， b ] 分 
成 n 个相等的小 区间： 


n 


[ a ，6] = 


Xq < X\ < - • < X 


a 




n 


又记 ％ — 1/2) = (Xj -1 +Xj)/2, yj = g(xj), y (J _ 1/2) = g{x( j _ 1/2 ))^ 然后在每一 

个这样的小区间上用抛物线替代原来的被积函数. 试证： 所得的近似公式是 


/ o 71 p 

g { x)dx = ^2 

， j = l 〜 - 1 


b 


X4 


3 


g ( x)dx 


n — 1 

(yo + yn) + 2 yj + 4 vu-i/2 ). 

J = 1 - 


n 


b — a 




6 
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( iv ) 试证 Simpson 方法的误差估计公式： 

广 b — a ' 

/ g ( x)dx -— ( 2/0 + y n ) + 2 2 J ^ + 4 V(j-i/ 2 ) 

Jn L j=i i-i 

sup ⑷ (C)l. 


5 


( b ~ a ) 

2880 n 4 

(提 示： 利用 5_8 节题 12( ii ).) 

注 Simpson 方法的误差大致 上是与 n- 4 成比例的.假若不用抛物线而用 
直线去替代（所谓矩形法与梯形法)，所得结果的误差将与 
的同学可参看 [11]. 






— 2 


成比例.有兴趣 


n 


§6.10 补充教材 一 ：关于 Newton - Leibniz 公式 

成立的条件 


定义 6.10.1 设/和 p 是两个定义在区间/上的实值函数， p 在 J 上是 
连续的，且集合 


{x e I : g { x ) / f ( x )} 

是至多可数集（集合 { x € l : g ' ㈤ — f ( x )} 表示 g '{ x ) 不存在或 g \ x ) 存在但不 

等于 /( x ) 的 x 之全体)，则称分是/在 J 上的 一 个反 导函数 (antiderivative), 

简称反 导数 . 

定理 6.10,l(Newton-Leibniz 公式的加强形式） 设 p 是/在区间/上 

的一个反导数，有界闭区间 [ a , 6] C J , 且/在 [ a , 6] 上可积，则 


b 


f^x^dx = p(fe) 一 5( 仃 ) 


证设 


(611) 


a = xo < 工 1 < …< x n = b 


是闭区间 [ a , b ] 的一个任意的分划，贝 1 J 


g ( b ) - g ( a ) =[(咖） — 9(^ j - i )) 


( 6 . 10 . 2 ) 


由推论5.9.2,对于 j = 1，2,…， n ， 我们有 






inf 


sup 




x 


(6.10.3) 
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中 


由 （6.10.2) 和（6.10.3)，有 


n 


n 


) ^ j ) - 


E 


/( 工 ）( 工 


inf 

x j — 11 


j — x j — i 


^ j]\ A 


J xG[ 


n 


g { b ) - g { a ) ^ ^ 


f(x){Xj - Xj^l) 


(6.10.4) 


sup 


j=\ 


，工 j]\ A 


—1 


因 / 在 [ a . b ] 上可积， （6.10.1) 又是 [ a , b ] 的任意分划，所以有 


b 


f { x)dx = g { b ) - p ( a ). 


■ ~ ■ 


a 


例 6.10.1 设 


a — xo < xi < — ^ < x n 




是闭 E 间的一个任意的分划.令函数 


{Xj-i ^ x < Xj, j = 1，2,…， n ). 


/㈤ 




函数/称为阶梯函数.又定义函数 


k 


9 〉 : Cj — ^0j 一 1) + — Xfc^) (X/c < 尤 < + 1) 




不难证明， p 在 [ a , b ] 上连续，且 


5 ’㈤=/㈤ （Z 窆 { 工 1 ， … ， ^n-l})* 


故 


n 


b 


f ( x)dx = g ( b ) - g ( a )= 


— Xh 


a 


J =1 


即使是这样简单的阶梯函数，由未加强的 Newton - Leibniz 公式还不能直接 
得到它的积分值（可以分段得到).因此， Newton - Leibniz 公式的加强形式并非 

无病呻吟. 


§6.11 补充教 材二： Stieltjes 积分 




在许多实际问题中，我们常遇到这样一种“积分”，它不是相对于区间的长 
度求积，而是相对于一种“测度”求积，这种测度也和区间长度一样具有“可加 
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性”(即不相交的 E 间之并之测度是区间测度之和).具有这种可加性的测度并非 

一定是区间的长度.概率论中的概率便是一个这样的测度.因此，我们愿意用一 
节的篇幅来简略地介绍相对于这样的测度的积分. 

定义 6.11.1 设#和功是有界闭区间 h 纠上的两个实值函数，对于 h b] 
的任意一个分划 


( 6 . 11 . 1 ) 

和任意一个选点组 | = {6, …， 6 i }, 其中心 e [ xj -^ Xj ] (j = 1, • ■ ■ , n ), 构造 

( p 相对于也对应于分划 C 和数组$的 Riemann-Stieltjes 和： 


C : a 


Xo < Xl < — * < X n = b 






( 6 . 11 . 2 ) 


假若当分划 C 的小区间 [^-1,^-] (j = 1，…， n ) 长度的最大者趋于零时， (6.11.2) 
中的 Riemann (- Stieltjes ) 和 TZ ( ip \^; C ^) 收敛于实数 A , 则称 p 在 [ a , 6] 上相对 

于4是可积的，简称命可积的，并称数4为 p 在 [ a ，&] 上相对于分的 Stielt - 
jes 积分，记做 


A 二 j <p(x)d f ip(x) 

J a 

因为这个定义的重要性，我们愿意把等式 (6.11.3) 成立的条件用更确切的 
e - 5 的语言复述 如下： 

假若对于任何 e > 0,有一个5 > 0,使得任何分划 (6.11.1) 以及从属于分 
划 (( 111 A ) 的任何选点组$ = {6,…， G }， 只要 


(6.11.3) 


xj - xj - i \ < <5,便有 






U{ip\i)]C^) - A 




则称 W 在 [ a , 6] 上是 ♦ 可积的，并称数 A 为 f 在 上相对于分的积分, 


记做 


<p (x) d/ip (X) • 

特别重要的情 形是： <0是 [ a , b ] 上的单调函数.概率论中遇到的分都是单 
调不减的.和命题 6.2.1 的证明思路一样（因此把证明留给读者了)，我们可以证 
明下面的命题. 

命题 6.11.1 有界闭区间 [ a , 6] 上的连续函数 p 相对于在 [ a , 6] 上的单调 
函数岭是可积的. 


A = 
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例掷骰子的概率） 掷骰子可能出现的结果共六个，它构成一个由 
六个元素组成的 集合： {1,2, 3,4,5, 6}. 假若骰子是充分对称的正六面体，则出现 

这六种结果中的任一种的概率都是 1/6. 刻画这个概率模型的“概率分布函数” 

是如下的 函数： 


当 a < 1时， 

必 Oc )= { j /6, 当 <? _彡工<_ ? 十1， )7 = 1,2,3,4,5时， 

当 a : 彡6时. 

这是个定义在 R 上的阶梯函数，除了点集 {1,2, 3,4,5, 6} 中的六个点外，其他 
的点都有个含有该点的小开区间，使得这个阶梯函数在其上恒等于一个常数.而 
在点集 {1,2, 3,4,5, 6} 中的每个点处，这个阶梯函数有一个高度为1/6的 跳跃： 

曲 ■) - ^(j - 0) 

这个 ^ U )-^ U ~0) = 1/6恰是掷骰子的结果为 j 的概率 • 而当 j 耷{1，2,3,4, 5, 6} 
时，有个含有该点的小开区间，使得这个阶梯函数在其上恒等于一个常数.换言 
之，掷骰子的结果落入这个小开区间的概率为零. 

为了计算掷骰子的结果€ {2,4,6} 的概率，我们应该构造一个 R 上的连续 
函数％使得#在 {2,4,6} 这个三点集上等于1,在 {1,3,5} 上恒等于 0. 这样 

的连续函数很多，任取其中的一个，以下的讨论都是适用的.事实上， 


0 , 


1, 






6 , 


掷骰子的结果 G {2, 4, 6} 的概率=/ ^ p ( x ) d f ijj ( x ) = I if { x ) d / 4){ x ) 

Jo 

6 6 
= - i>{3 - 0 )) = - ^ 


1111 

== 一 + _ + _ —— , 

6 6 6 2 , 


其中 a 和 6 是满足条件 a < 1,6 > 6的任何常数. 

由以上 Stieltjes 积分的讨论可知，积分理论中的测度不必一定是长度（或 

面积，体积）等具有几何意义的微元.为了建立有意义的积分理论，测度作为 E 
间的“函数”必须也只须具有所谓的“可加性”，即若某集合 A 是两个集合 B 
与 C 之并 ： X = 5 UC ， 且5与 C 互不相交，则在集合乂上的测度等于两 
个互不相交的集合 B 与 C 上的测度之和.长度，面积，体积和概率都具有这个 
“可加性”，它们都可以作为构筑 Stieltjes 积分的积分微元.在第9和第10章 
中，我们将确切地给出上述讨论中的测度的涵义.确切地说，我们将认真地研究 
近代的“积分与测度”的理论.这里，我们只讨论 Stieltjes 积分的简单而有用的 
两条性质. 
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命题6.11.2(81:161幻63积分的换元公式）设^?是闭区间 [ a , b ] 上的连续函 

数，而分是闭区间 [ a , 6] 上的连续可微函数（即导数连续的函数)，则以下的两 
个积分（左边的一个是 Stieltjes 积分，右边的一个是 Riemann 积分）存在且相 


等 


6 


b 


(p ( x ) ^ ( x ) dx 


(p(x)d^(x) 

证对于 [ a ， M 的任意一个分划 


a 


a 


C : a — xo < xi < 


( 6 . 11 . 1 ) 


• < x 


m •* 


n 


和任意一组从属于分划 (6.11.1) 的选点组《二佑， 

于分划 C 和选点组$的 Riemann 和是 


乂 n }， W 相对于也对应 


■ ■国 


n 


尺(刈分; C ， 0 = [ V ?⑷ )( 分(％) - 寸 ( Xj - O . 


( 6 . 11 . 2 ) ; 




由 Lagrange 中值定理 7 对于每个 j e {1，…， n }, 有％ G ( 

分(化:）一 - : Tj - i ) ，故 


i ， A ), 使得 




J- 


n 


尺 (¥#; c ^) = Y] - 矽 Oj -1)) 


n 


^2 - xj-x) 


j =^ 


n 


^2 ^(^)^( 0 ) - ^i-i) 


j=i 


n 


^(0)(^(%) - 魏 j )、 (工 j— 工 j- l). 


(6.11.4) 


因 ¥： 在 [ a ，6] 上有界， < 在 [ ci ，6] 上一致连续，故 


3 M e RVx 6 [ a , b }(\ ip ( x )\ ^ M ) 


以及 


Ve > 035 > 0(|o: — y| < 5 |4’(x) — {y)\ < e). 


因此 


Ve >03 S >0 


{\^j 一工 j-i|} <s^> 


max 




n 
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n 


- ^\^)){ x 3 - x 3- i )\ < Me i b — a ) • 




这样就证明了 


n 


X]^(0)(^(^) - 矽 ’⑸)㈤- ^-i) = o. 


lim 


max{ I a: j 


— 


j — 


所以 


n 


E 


wiiMD [工 j —工卜 i) 


if(x)dtjj(x) 


lim 

山 ，…， n} —$ 


max{|a：j 


p tJC o 


J - 


a 


b 


=j {x)dx 

J a 

命题 6.11.3( Stieltjes 积分的分部积分公式）设 p 和# 是闭区间 [ a , b ] 
上的函数，且 W 在 [ a , b ] 上相对于岭是可积的，则0在 [ a , b ] 上相对于 p 也是 
可积的，且 




b 


b 


b 


(f [X)dip(X). 


f ip(x)dip(x) = ^p(x)(p(x) 




a 


a 


a 


证对于 & 6] 的任意一个分划 


〃 


( 6 . 11 . 1 ) 

和任意一组属于分划 (6.11.1) 的选点组$ = {^1, • - - , ^ n }, l /> 相对于 V 7 , 对应于 

分划 C 和选点组$的 Riemann 和 

n 

n n 


C : a 二 xo < on < … < x 


n 


j~i 


n —1 


n 






j 二 ：o 


2^1 


1 


71 




为了方便，设 6 = A ^ + i = b , 我们有 

n 

n(ip\^;C^) = ip(b)<p(b) - - 分 (6+i) - 分 ((j)M 巧 ) • 

j=o 

=iKb)(f[b) — Ip(a)<p(a) - 7l(ip\ip;C f 
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其中 


C f : a = < 


〈 Cn+l = 


• « * 


而 


k = 1，2, . ■ ■ ， n + 1. 

让分划 C 的小区间的长度之最大者趋于零，则 C ' 的长度之最大者也随之趋于 

零，故有 


a 


ip ( x ) dip ( x ) = ^ ip ( x ) ip ( x ) 


( p ( x ) d / ip ( x ). 


□ 




§6.12 补充教 材三： 单摆的平面运动和椭圆函数 


维的非线性振动 的例： 单摆的平面运动 

在中学物理中已学过单摆的平面运动. 单 摆是个质点，它通过一个长度为/ 
的连杆与一个固定点连在一起，因而它的运动限制在以固定点为球心， z 为半径 
的球面上，单摆的平面运动是指运动轨迹在该球面与一个过那固定点的平面相 
交而得的圆周上的单摆运动.取单摆的固定点为笛卡儿坐标的原点，在那过固定 
点的平面上取 X 和 Y 轴， X 轴是水平的， Y 轴是向下铅垂的，单摆的质量是 m , 
则单摆的位置是 


6.12.1 


sin 


y — I cos 0， 

其中0是单摆与 Y 轴的夹角，它是时间变量 i 的函 数，； 是摆长，它（相对于时 
间变量 *) 是常数.作用在单摆上的力共 两个： 重力及单摆与固定点之间的连杆 
给单摆的约束力.重力的方向铅垂向下，数值为 mp ， 其中 p 为重力加速度.由 
连杆产生的约束力的方向沿连杆向着固定点，数值的大小应使得它与重力在连 
杆方向的投影之和正好等于零.这样才能保证单摆作圆周运动.剩下的作用在 
单摆上的力应是沿着以原点为圆心， Z 为半径的圆周的切线方向（它正好与连杆 
垂]的，它应朝向平衡位置 (0,0, 而数值应是 _mp COS (7r/2-60 
这个力产生单摆圆周运动的角加速度是 A 应满足 方程： 


mg sin 9 






mW = —mg sin ^, 


故得到角变量 0 应满足的方程 


9 


8 = sin 沒. 


( 6 . 12 . 1 ) 
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假若0很小， sinO ^ e , 方程 （6.12.1) 可由以下方程近似地替代 


9 


( 6 . 12 . 2 ) 


0 = — 46 >. 


这恰是在 5.10.1 段中讨论过的一维谐振子方程（5,10.1)，那里的 u; 2 相当于这里 
的沒 //. 这告诉我们，小振幅的平面单摆近似地是一维谐振子.所以小振幅的平 
面单摆是周期运动，它的频率是一个与振幅无关 的数： 27TV5A- 这个称为摆的 
等时性的结果是伟大的意大利科学家 Galileo 首先经过观察与实验发现的. 

若振幅不是很小，我们必须使用方程（6.12.1)，而不是 (6.12.2) 来刻画单摆 
的运动.这时方程的解就不能用已知的初等函数来表示了.正像己知的初等函 
数（如三角函数，指数函数等）是人类在探索大自然现象的规律时发现并加于研 
究的一样,在进一步探索大自然过程中遇到无法用已知的函数刻画的规律时,人 
类便得到了发现新函数的机遇.在研究振幅不很小的单摆运动时，人们发现了一 

I 

种新 函数： 椭圆函数.它将扮演三角函数（常称为圆函数）在表达振幅很小的单 

摆运动规律时所扮演的角色. 

由方程（6.12.1)，我们有 


ml 90 = —mgW sin 0 


或 


d I ml 


( 6) 2 — mgl cos 6)=0 


(6,12.3) 


dt 


2 


因此 


ml 


_ n 

( 0 ) — mgl cos 9 — const 


(6*12.3)， 


2 


上式中的常数是指相对于时间 i 的常数. （6.12.3/ 的左端第一项是单摆的动能， 
第二项则是单摆的位（势)'能.方程 (6.12.3) 7 就是中学物理里学过的总能动 
能+位能）守衡定律用微积分语言表达的数学形式.这个相对于时间 i 的总能 

常量通常记做五 


ml 2 ^ 


{ 9) 2 — mgl cos 6 , 


E = 


2 


由此得到 


dd 


(6.12,4) 


dt . 


+ cos 6 


mgl 


当 0 很小时，用近似公式 


9 


cos 0^1 - — 


2 
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代入 (6.12.4) 便得到以下的近似公式 


de 


(6.12.5) 


dt . 


E 


6 


mgl 


2 


方程 （6.12.5) 中的两个积分皆可用初等函数表示.经过计算可以看出，我们又得 
到一维谐振子的结果.对于一般的&方程 (6.12.4) 的左端的积分不再能用初等 
函数表示.为了讨论方便，对方程 (6.12.4) 左端的积分作一个适当的换元.设％ 

是61 的振幅：0。= sup \9(t)l 当 0 时，6 = 0 ，丑 

左端的积分成为 


mpZcos 0。. 故 （6.12.4) 




ten 


de 


de 


de 


( 6 . 12 . 6 ) 


今作换元 sin (6>/2) = sin (沒 0 /2) sin 々， 贝!] 

2 k cos <pd<p 


d 6 — 


- cos ( 0 / 2 ) d 0 = fecos 


其中 fc = sin (0 o /2), 当然， | fc | < 1，故方程 （6.12.4) 变成 


4 > 


< t > 


2 k cos udu 


du 


9 


o 


0 


(6.12,7) 

积分下限取为 0, 使得 t = 0 时单摆正处在最低点.假若单摆振幅不大 ， fc = 
sin (0 o /2) 便很小，单摆的周期 r 可以展成 / c 2 的幂 级数： 


tt/2 


du 


T = 4 


9 


o 


/2 


k 2 sin 2 u + ^- k 4 s 


4 


= 4 


1 + r 


du 


m 乜 + … 


« 


2 


8 


9 


k 9 k 


= 2tt 


1 + — + 


( 6 . 12 . 8 ) 






4 64 


9 


Galileo 认为单摆的周期不依赖于振幅，这只在小振幅时近似地成立.振幅 
大时是不对的.不过，即使振幅达到最 大时 ： $0 = tt /2, 周期也只增长17%. 

应该指出，方程 （6.12.7) 右端的积分是不能用0的初等函数表示的.所以， 
在等式 （6.12.8) 中我们对积分的计算是用级数展开的. Legendre 把这个不能用 
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♦ 的初等函数表示的积分称为第 一类型的椭圆积分， 还有第二类型和第三类型 
的椭圆积分，本讲义不去讨论了，有兴趣的同学可参看 [11]. 

6.12.2 描述单摆平面运动的椭圆函数 


在描述单摆的平面运动时，我们遇到了不能用初等函数表示的积分（6.12.7)， 
去掉无关紧要的常数因子，作一适当的换元，积分 （6.12.7) 可以变成以下形式的 


积分 


dx 




(6.12.9) 


当= 0时，积分 (6.12.9) 就是反正弦函数 t = arcsine , 或者 

也可以用求解以下的微分方程而 得到： 


s = sinf ， 它 


ds 


— s 


dt dt 


ds 


d 2 


ds 


s 


s 


= 一 5, 


dt 2 


dt 


s 2 




当 A : / 0 时，仿照上述方法， Jacobi 于1827年引进了椭圆函数.由方程 (6.12.9) 

出发，我们有 


ds 


( 6 . 12 , 10 ) 


dt 


和 


d 2 


s 


= — (1 + ~h 


2 3 


( 6 . 12 . 11 ) 


s 


dt 2 


这是个非线性二阶常微分方程.当 / c 很小时，它接近线性谐振子方程.方程 
(6.12.11) 的满足初条件 


5(0) = 0, ^(0) = 1 


的（周期）解称为椭 圆正弦函数， 记做 


t = s ( t ). 


( 6 . 12 . 12 ) 


sn 


由方程（6.12.10)，为了有实值函数的解 s { t ), 应要求叫< 1. 按椭圆正弦函数 

的定义，有 


sn 


ds 


， 5(0) =0， 


dt = 


故 


snt 


dx 


(6.12.13) 


(1 


)(1 — k 2 X 2 ) 


2 


— X 


0 
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snt 的极大值为 1. 使得 sni 达到极大值的时刻是 


dx 


(6.12.14) 


K(k) = 


由 (6.12.8), 椭圆正弦函数 sn 的周期是 4K(k). 确切些说，原先只在 [0, K(k)} 
上有定义的 snt 延拓到 R 上的定义是这样的 
为（等式右端的 sn 是原先在[0, K(k)} 上定义的 sn ) 


£在 [0, ^ K ( k )] 上的值定义 


sn 


当0 < t 彡尺 ( fc ) 时， 

当 K(k) ^ t ^ 2 iC ( fc ) 时， 


sn 

sn(2K(k) — £), 

sn(t- 2K(k)), 当 2K{k) < t ^ 3ii ： (A;) 时， 


sn t = 




— sn (4 iC ( fc ) — i )， 当 3/ C ( fc ) 彡 i 彡 4 K ( fc ) 时; 


然后将 sn 以 4K(k) 为周期延拓至整个 R 上.仿照三角函数（又称圆函数)，很 
自然地引进椭圆余弦函数 


(6.12.15) 


符号土的选取规则和 cos 相仿.不难看出， 


dsnt t ^ 
—-—= cntdnt ， 


(6.12.16) 


dt 


dent 


(6*12.17) 


= — sntdnt , 


dt 


其中 


(6.12.18) 


dn £ 


1 — k 2 snt 




由此，我们有 


d 2 cnt 


=—(1 一 2k 2 )cnt — 2k 2 cn 3 t. 

值得注意的是二阶微分方程 （6.12.19) 与 sn 所服从的二阶微分方程 (6.12.11) 

是不 一 样的.这与 sin 和 cos 服从同 一 个二阶微分方程有异 . sin 和 cos 是 ㈱ 圆 
函数 sn 和 cn 在 fc = 0 时的特殊情形_ sin 和 cos 称为圆函数.和 sin 和 

样，椭圆函数 sn 和 cn 最合适的研究场地是复平面.这将留到复分析课程中去 
讨论了.我们在《数学分析讲义》中之所以插入这一段，是想向同学说明，在研 
究大自然现象的规律时，人类佘学到和发现许多有趣的数学.这就是伟大的意大 
利科学家 Galileo 的名言“ 大自然这部巨著是用数学的语言写成的” 的真谪.本 
讲义在以后的讨论中将用更多的例子来阐明 Galileo 对大自然与数学关系的这 
个凝聚了人类深邃智慧的论述. 


(6.12.19) 


dt 2 




cos 
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§6.13 补充教材四 ：上、 下积分的定义 


闭区间 [a,b] 上的阶 梯函数 /是指这样的函数，对于它，闭区间 [ a , 6] 上有 

有限个分点 


1 < 6, 


a = ao < a\ < — ^ < a 


n — 


) 的常数.易见，阶梯函数/在 [ a , 6] 上是 Riemann 可 


使得/在每个开区间 ( a ^ uai ) 上取 常值： Vo : e 

是不依赖于工 e (叫 

积的.事实上不必用 Riemann 积分的一般理论，它的 Riemann 积分可以用下 

式定义： 


Ci 


—1 ， 


f ( x)dx = ^ Ci(ai — an ). 

i— 1 

我们用 r = T [ a , b ] 表示 [ a , b ] 上的下半连续的阶梯函数全体 ， S = 5[ a , b ] 表示 
[ a ,6] 上的上半连续的阶梯函数全体. 

定义 6.13.1 设/是闭 g 间 [a ， 6] 上的有界（实值）函数，则/在 [0] 上 
的上积分和下积分分别定义为 


f(x)dx = 


inf 


gdx 


g^f 


和 


b 


b 


f(x)dx = sup 

ger, 9 ^f 


gdx ， 


易见 


b 


b 


f{x)dx ^ / f(x)dx. 


定理 6.13.1 设 / 是闭 E 间 [ a ， M 上的有界函数，则 / 在 [ a , &] 上 Riemann 
可积，当且仅当 


b 


b 


f(x)dx = I f(x)dx. 


这时， 


b 


b 


f(x)dx = / f(x)dx= f(x)dx. 

J a J a 

证定理 6.1.3 告诉我们，函数/在 [ a ，&] 上 （ Riemann ) 可积的充分必要 

条件是：任给 e > 0 ? 有一个分划 


(6-13,1) 


* - < Xn — 


Xq < Xi < 


a 




曇 
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6 


使得 


E ㈨ 


(6.13.2) 


1) < e ， 


— Xi 


I 一 




其中 


/⑸ 


inf /⑹, 


UJi 


sup 

^ (^t — 1 ) 




^ ( x i — 1 ，工 i) 


假若满足条件 （6.13.2) 的分划 （6.13.1) 存在，构造阶梯函数 g 与 h 如下 


)，4 = 1， . ■.， n 时, 


/⑸，当 x G { Xi - 


sup 

^ — 1 ，工 i) 


1 5 


pO ) 


当 


i = 0, ... ， n 时; 


/( 工 0 , 


iiTT * _ ■ /y* ■ 

山 - JU t 


怎） 


f ⑹，当 X e i = 1,. •. ， n 时， 


inf 

^ i ^ (^i — 11 ) 




当 


i = 0, . … ， 71 时 . 


/( 叫）， 


X — Xi 




易见 


f ( g ， 


故 


b 


b 


hdx ^ / f ( x)dx ^ / fdx ^ / f ( x)dx ^ / gdx - 


a 


a 


因此 


b 


b 


/0 )dx 


f ( x)dx ^ / gdx 


hdx 






a 


a 


n 


n 


E 


o - E 


/ ⑸(心 — 


^ , inf 、/ (心 ） ( 仏—仏 -1 


— sup 

i—1 ^ (^i— 1 


Xi 


l — 


%= 


n 


OJz(3；i — Xi-i) = ^ UJi[Xi 


0 + cji(xi - Xi-x). 


— Xi^ 


i=l 


UJj ^ £T 


<e 


f ( x ) Y 1 {xi — Xi — i ) + e[b — a ] 


^ I sup f ( x ) 

e [ a ， b ] 


inf 


€[ a , b ] 


X 




山 i 彡已 






e 


X 


由于 e 是任意正数，得到 


b 


b 


f ( x)dx = / f ( x)dx 


(6,13.3) 


a 


a 
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反之，假设 ( 6 . 13 . 3 ) 成立.对于任给的 e > 0 ,必有两个阶梯函数 g 和/ X ，使 


得 


h ^ f ^ g , 且 

设阶梯函数 g 和 h 对应的分划分别是 


gdx — 


hdx ^ e . 


( 6 . 13 . 4 ) 


^0 < < ' - < Xn — b 


a 




和 


( 6 . 13 , 5 ) 


，< y m = b . 


a = yo < yi < 


■ # 


将 （ 6 . 13 . 4 ) 和 ( 6 . 13 , 5 ) 的分点并在一起，得到一个新的分划 


( 6 . 13 , 6 ) 


名 0 < Zl <… < 之 


a 




p 


对应于新分划 ( 6 . 13 . 6 ), 构造阶梯函数&与心如下 


/( 心），当尤 e (以-1，々 )， i = 1，， . •， p 时， 


sup 

^ (. z i ~ 1 ^ z i ) 




当 


x = i = 0 ,… 时; 


/ ㈤ ， 


f ⑹，当 x G ( A - i ， 以 )， i = 1 ， . … ， p 时， 

x = Zi^ 4 = 0 ,... , 卩时 * 


inf 

Ci E (Zh£_ 1 yZ{ ) 


hi ( x )= 


当 


/ ㈤ ， 


易见 


h ^ hi ^ gi ^ g . 


故 


P 


> : UJj^Zj - Zi—1) 


(gi - hi)dx ^ (g ~ h)dx ^ 




其中 


由此，不难看出，定理 6 , 1 . 3 中的 


/⑹ 


inf 


OJi 


sup 

^ l z i — 1 ，名 i) 






z 


条件得以满足.所以， / 可积 

注有的书在用定义 6 . 13 . 1 定义了上，下积分后，用定理 6 - 13 . 1 的叙述作 


□ 


为函数 Riemann 可积及其 Riemann 积分的定义. 
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一元函数积分学可以在以下参考文献中 找到: 


6 章 一 元函数的 Riemann 积分 
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[1] 的第六章介绍一元积分学，第六章的第6节中介绍了 Euler-Maclaurin 
求和公式及其应用. 

[4] 的第二章介绍一元积分学,当然,它是 Bourbaki 学派风格的积分学.第五 
章介绍渐近展开.第六章介绍 Euler - Maclaurin 求和公式.第七章介绍 Gamma 


函数 


[6] 的第五章介绍一元积分学， 

in ] 的第八章介绍不定积分，第九章介绍定积分，第十章介绍定积分的应用. 

第九章的第308节介绍了 Legendre 多项式.丨 llj 的这三章内容十分丰富. 

[13] 的第一卷的第七章介绍一元积分学.它用积分是个正泛函的观点直接 

介绍一元 Lebesgue 积分，简略地讨论了 Riemann 可积性，介绍得十分简练. 

[14] 的第十章介绍 一 元积分学，第十一章介绍反常积分和 Riemann-Stieltjes 
积分，第十二章介绍积分的应用，包括 Euler - Maclaurin 求和公式， 

[21] 的第三章第 2 节介绍一元积分学. 

[23] 的第六章较详细地介绍了一元积分学. 


参考文献 


1] H.Amann und J.Escher (1998 — 2001), Analysis I II III , Birkhauser , 

Basel . (本书是两位作者分别在瑞士的苏黎世大学和德国的卡塞尔大学讲 
授数学分析用的教材的基础上写成的，选材丰富、全面，是十分好的教材 
和参考书 .：） 

2] A.Avez (1983)， Calcul Differential , Masson , Paris •(这是作者在法国的 

Universite Pierre et Marie Curie 讲授数学分析的讲义，内容丰富，写得 

十分简练 .） 

3] P.Bamberg and S.Sternberg (1991)， A Course in Mathematics for 

Students of Physics I II， Cambridge University Press , New York •(本 

书对线性代数和多元微积分，包括微分形式，作了初等而详细的介绍.它 
的特色是详细地介绍了多元微积分在物理和几何上的应用.用微分形式 
的语言介绍了电磁理论和热力学，并直观地介绍了拓扑学， 包括： 上同调， 

下同调及 cie Rham 定理.虽然本书是为 Harvard 大学学物理的学生写 

的讲义，但对于学数学的学生也有很大的参考价值 

[4] N.Bourbaki (1951)， Fonctions d，une Variable Reelle } 

Elementaire , Hermann & C 2 e ， Editeurs , Paris •(本书是 Bourbaki 有 

名的《分析的基本结构》丛书中的一册.只讲一元微积分，内容丰富，有 

Bourbaki 学派的风格 

[5] D . M.Bressoud (1991), Second Year Calculus , From Celestial Me ¬ 
chanics to Special Relativity ， Springer - Verlag , New York , (本书的数 

学内容是从向量分析到微分形式的初等介绍.它的特色是详细介绍了上 

述数学理论与 Newton 的天体力学， Maxwell 的电磁理论和 Einstein 的 

狭义相对论的不可分割的联系 .） 

6] A.Browder (1996)， Mathematical Analysis，An Introduction , Springer * 

Verlag , New York . (本书选材恰当，是作者在 Brown 大学的讲授数学分 

析的讲义，是一本很好的数学分析教材 .） 

7] H . Cartan (1977)， Cours de Calcul Diffirentiel 、 2 nd ed .， Hermann , 


Theorie 
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Paris .( 这是一本在法国流行很广的 教材. 不幸，国内很难找到 

8] E.Dibenedetto (2002) ? Real Analysis , Birkhauser , Boston •(本书是一本 

内容丰富的实分析教材，为读者学习调和分析和概率论作了充分的准备 .) 

9] J . Dieudonne (1968)， Elements d ’ Analyse , VoLI : Fondaments de 

l ? Analyse Modeme ’ Gauthier - Villars , Paris . 

10] J , J*Duistermaat and J . A . C,Kolk (2004), Multidimensional Real Anal ¬ 
ysis I II , Cambridge University Press , New York *( 本书对多元微 积分， 

包括流形与微分形式，作了很好的介绍.它的习题十分精彩,述及物理，微 
分几何，李群,偏微分方程，概率论等多方面的内容 
[11] 菲赫金哥尔茨（2006)，杨弦亮等译， 微积分学教程 I II III ，髙等教育 

出版社，北京.(本书作者菲赫金哥尔茨是上个世纪中叶在列宁格勒大学教 
数学分析的教授.这是作者在上个世纪40年代写的微积分.由于选材丰 

富，六十年来一直保持它的具有重要参考价值的地位.当然，从今天的角 
度来看，有些内容的写法显得老了一些 .） 

12] L _ E_Fraenkel (1978 )， Formulae for High Derivatives of Composite Func ¬ 
tions , Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical 

Society . 83, 159-165.( 本文得到了复合函数高阶导数的最一般的公式 

[13] H . Grauert , I.Lieb und W.Fischer (1976 — 1977)， Differential - und Int - 

gralrechnung I II III , Spriger - Verlag , Berlin ■(本书是作者们于上世纪 

60年代在 Gottingen 大学教微积分的讲义，他们己经讲 Lebesgue 积分 

和微分形式了.本书选材恰当，写作简练，可读性髙 

[14] H.Heuser (1980)， Lehrbuch der Analysis I II ， B . G . Teubner , 

Stuttgart . (本书是作者们在当时的西德的大学中教授数学分析的教材，选 
材丰富、全面，是很好的教材和参考书 .） 

[15] 霍曼德尔（1986)，黄明游译， 积分论， 科学出版社，北京.（这是作者在瑞 

典的 Stockholm 大学与 Lund 大学的讲义的中译本，写得十分精炼 

[16] J-Jost (2003)， Postmodern Analysis : 2 nd Edition , Springer - Verlag , 

New York . (本书是在不大的篇幅内介绍数学分析的一本好教材.它在最 
后还简略介绍了 Sobolev 空间和椭圆型偏微分方程等内容 .） 

[17] S . G-Krantz and H , R.Parks (2003)， The Implicit Function Theorem } 

History ， Theory and Applications } Birkhauser , Boston ■(本书对隐函 

数定理作了较详细的介绍，特别，介绍了 Hadamard 整体反函数定理和 
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隐函数定理 .） 

[18] L . H,Loomis and S,Sternberg (1968), Advanced Calculus . Addison - 

Wesley Publishing Co . Reading , Massachusetts .( 这是作者们在 Harvard 

大学给优秀生讲微积分用的教材 .） 

[19] K.Maurin (1980)， Analysis , Part I : Elements ; Part II : Integration , Dis ¬ 
tributions , Holomorphic Functions , Tensor and Harmonic Analysis . 
D.Reidel Publishing Company , Dordrecht . PWN-Polish Scientific Pub ¬ 
lishers . (这本分析教材是作者在波兰华沙大学教授数学分析用的讲义，内 
容极为丰富 

[20] J . C.Maxwell (1877)， Tait’s Thermodynamics (A Book Review ), Nature ^ 

IT . (这篇文章也可从 Maxwell 的论文集 The Scientific Papers of 
James Clerk Maxwell ， VoL IL Dover Publications , New York 中找 


Nash-Moser 


到.) 


[21] C . C.Pugh (2001)， Real Mathematical Analysis , Springer - Verlag , New 

York . (本书是作者在伯克利加利福尼亚大学的讲义，它选材恰当，是一本 

很好的数学分析教材 

[22] A.Weil (1954 )， The Mathematics Curriculum , in A . Weil f s Collected 

Papers ， VoL IL 

[23] V . A.Zorich (2004)， Mathematical Analysis ^ Springer - Verlag，New 

York .( 本书是作者于上世纪 70 年代在莫斯科大学教数学分析的讲义的 
英译本，内容丰富，习题牵涉面很广，是十分好的教材 
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Abel (阿贝尔）变换 110, I 43 , 298 | Cantor (康托尔）区间套定理 

Abel (阿贝尔）收敛判别法 


49 


Cauchy (柯西）根式判别法 
(级数的，反常积分的）110，299 | Cauchy - Hadamard (柯西-阿达马) 


89 


Abel (阿贝尔） 一 致收敛判别法 

(反常积分的，级数的） 


收敛半径公式 

Cauchy (柯西）积分检验法 

Cauchy (柯西）列 
Cauchy (柯西）收敛判别准则 


90 


143 


328 


Archimedes (阿基米德）原理 


44 


78 


(二重级数的，积分的， 


Barrow (巴罗） 

被积函数 

Bernoulli (伯努利）不等式 
Bernoulli (伯努利）多项式 
Bernoulli (伯努利）数 
Bertrand (伯尔特朗）判别法 
Beta (贝塔） 


267 


级数的） 

Cauchy (柯西）中值定理 

超几何级数 

Chebyshev (切比雪夫）多项式 

乘积（映射的） 


78, 104, 112 


250 


177 


56 


109, 195, 209 


221 


151 


220 


12 


109 


稠密 


函数函数) 


59 


311 


处处连续处处不可微的函数217, 218 

次法向量 


闭包 


58 


319 


闭集 


57, 58 


Bolzano-Weierstrass (波尔查诺- 


D 


魏尔斯特拉斯）聚点存在 


代数基本定理 

d ’Alembert (达朗贝尔） 

邻项比的判别法 
单摆的平面运动 
单调（函数，序列） 

极限存在定理 

单调连续函数的反函数存在定理132 


230 


定理 


53, 54 


Bclzano Weierstrass (波尔查诺- 


88 


魏尔斯特拉斯）收敛子列存在 


336 


定理 


132 


Bonnet (博内）公式 


299 


74, 101 


不定积分 
部分和序列 


265 


80 
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单摆 


F 


336 


单射 


12 


反常积分 

反函数定理 

分部积分公式（不定积分的，定积 

分的，反常积分的， Stieltjes 

积分的） 

分配律（集合的并与交运算的） 
分配律（数的加法与 

乘法运算的） 


285 


道路 


294 


231 


导数（一元函数的） 

Darboux( 达布）定理 

Darboux 关于分部积分公式 

的推广 

Dedekind (戴德金）分割 

de Morgan ( 德 • 摩根） 

对偶原理 


157, 158 


177 


269, 270, 289, 335 


300 


7 


63 


38, 60 


8 I 封闭曲线 

Fermat (费马）引理 
Fibonacci (斐波那契）数 


294 


170 


等价关系 

第二类型 Euler ( 欧拉）积分 
第二数学归纳原理 
第一类型 Eulei •(欧拉）积分 
第一数学归纳原理 
定向区间的可加函数 
定义域（映射的） 

Dini (迪尼）定理 

Dirichlet (狄利克雷）收敛判别法 

(反常积分的，级数的） 110, 299 
Dirichlet (狄利克雷） 一 致收敛 

判别法 

对数函数（自然对数） 


25 


34 


289 


Prenet-Serret 公式 


319 


29 


复合（映射的） 

复合函数的高阶导数的公式 


12 


311 


185 


28 


幅角 


47 


292 


复数域 


45 


9 


G 


142 


Galileo (伽利略）变换 
Galileo (伽利略）群 
Gamma (伽马）函数 

( r (伽马）函数） 

( r (伽马）函数）的 Gauss 表示 313 
( r (伽马）函数）的 Legendre 

(勒让德）倍元公式 
( r (伽马）函数） 


13 


14 


143 


289 


135 


E 


326 


Eiuler (欧拉）常数 
Euler (欧拉）公式 

(关于指数函数的） 

ECuler-Maclaurin (欧拉-麦克劳林) 

求和公式 


300, 313 


97 


的 Stirling 公式 


314, 325 


( r (伽马）函数）的余元公式 

高阶导数 

高阶微分（函数的，映射的） 

Euler-Poisson (欧拉-泊松）积分 306 | Gauss (髙斯）判别法 


326 


180 


312 


180 


109 
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306 极大值点 
295 极小值点 
246 极值点 


Ga . uss (髙斯）误差积分 


170 


功 


170 


共振 


170 


极值 


170 


H 


基数（集合的) 


15 


Hdne - Borel (海涅-波雷尔） 

有限覆盖定理 

Heine (海涅）定理 

恒等映射 

Hermite (埃尔米特）多项式 

(一元的） 

Hermite (埃尔米特）多项式的 

母函数 

Heirmite (埃尔米特）多项式的 

正交性 

Hdlder (赫尔德）不等式（离散的 ） 20 4 
换元公式（不定积分的，定积分的， 

反常积分的） 269, 271, 290 


级数 


80 


51 


极限（序列的，函数的） 

极限点 
渐近展开 

交换律（集合的并与交运算的） 

交换律（数的加法与乘法运算的） 38 
结合律（集合的并与交运算的） 

结合律（数的加法与乘法运算的） 

阶梯函数 
介值定理 


66, 104 
52, 54 
301，322 


98 


12 


7 


315 


316 


37 


153, 155, 341 


316 


127 


聚点 


52, 53 


绝对收敛 
绝对值 


85 


7, 47 


J 


K 


Jensen (詹森）不等式 

基本列 
积分的定义 
积分区间 
积分下限 
积分上限 

积分第二中值定理 
积分（第一）中值定理 


203 


开集 


56, 58 


78 


可数集 

可微函数（一元） 
可微函数的整体性质 


16 


247, 250 


165 


250 


180 


250 


空集 


3 


250 


Kummer (库默尔）判别法 


108 


299 


L 


262 


集合 


Lagrange (拉格朗日）中值定理 

( Lagrange 有限增量定理）172 
6 Laplace (拉普拉斯）渐近公式 
5 Lebesgue (勒贝格）数存在定理 


1 


集合之并 
集合之差 
集合之交 


4, 5 


325 


52 
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公式 

326 Newton - Leibniz (牛顿-莱布尼茨) 

公式的加强形式 

Newton (牛顿）法 


Legendre (勒让德）倍元公式 

( r 函数的） 

Legendre (勒让德）常微分方程 
Legendre (勒让德）多项式 
Legendre (勒让德）多项式 

的母函数 

Legendre (勒让德）多项式 

的正交性 

Leibniz (莱布尼茨）公式 
l ’ H 6 pital (洛必达） 

法则及其推广 


265, 266 


330 


302 


225 


302 


195 


逆映射 


13 


303 


P 


303 


抛物线方法 
偏序（关系） 

Poincare (庞加莱）型的渐近展开 322 


328 


184 


26 


178, 185 


连续函数 

连续函数的局部性质 
连续函数的整体性质 

(闭区间上的） 


Q 


121 


121 


强迫振动 


244 


区间 


3 


125, 231 


曲率 


228, 319 
157, 294 


良序性 

临界点 


16 


曲线 


170 


曲线的弧长 


294 


祁域 


125 


趋于 


66 


Lorentz (洛伦兹）变换 
Lorentz (洛伦兹）群 


14 


R 


14 


Raabe (拉阿伯）判别法 


108 


M 


挠率 


319 


满射 


13 日出引理 

114 Riemann (黎曼）积分 

(—元函数的） 
322 I Rolle (罗尔）定理 


145 


Mertens (麦尔滕斯）定理 

幂级数 

幂级数型的渐近展开 

Minkowski (闻可夫斯基) 

不等式（离散的） 


90 


250 


171 


S 


206 


Schroeder-Bernstein 


模 


47 


(舒罗德-伯恩斯坦）定理 


31 


目标域（映射的) 


9 


上积分 

实数域 

实数域的完备性 


341 


N 


38 


Newton - Leibniz ^ 牛顿-莱布尼茨) 


43 
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实数集的上确界 
实数集的下确界 
实数集的有界性，无界性 42,43, 44 

收敛圆 
收敛于 


V 


42 


43 


Vieta (维叶塔）公式 


116 


W 


91 


Wallis (瓦里斯）公式 
Watson (华特生）引理 

微分 （ 一 元函数的） 
微积分学基本定理 


150, 274 


66 


322 


双射 


13 


161 


Simpson (辛普森）方法 
Simpson (辛普森） 

方法的误差 

Stieltjes (斯蒂尔吉斯）积分 
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积分的分部积分公式 

Stieltjes (斯蒂尔吉斯）积分的 

换元公式 

Stirling (斯特林）公式 （ n ! 的， 

r 函数的） 

锁链法则（一元函数的） 


328, 330 


263, 265, 266 


微商 


159 


215, 330 


Weierstrass (魏尔斯特拉斯) 


332 


优势级数判别法 


140 


无穷大 

无穷小 


45, 102 


335 


66 


X 
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下积分 

230, 274, 314, 325 | 消去律（数的加法与乘法运算的） 39 

谐振子方程 
旋转体的体积 
相等（两映射） 

Taylor (泰勒）公式 ( Cauchy 余项的， 像（映射的） 

积分余项的， Lagrange 余项的， 
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239 
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320, 321 
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Peano 余项的， Schlomilch - 
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